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Навчальний посiбник присвячений аналiзу найбiльш популярних методiв пiдрахун-
ку вартостi страхових контрактiв при вiдомих розподiлах збиткiв вiдштовхуючись вiд
окремо обраного клiєнта страхової компанiї, який має певний набiр особових характе-
ристик.

В роботi здiйснено опис та проведено класифiкацiю методiв/ принципiв страхово-
го оцiнювання при вiдомих розподiлах збиткiв. Для кожного з описаних принципiв
здiйснено перевiрку ряду бажаних властивостей, якими може володiти або не володiти
окремо обраний метод пiдрахунку вартостi страхових контрактiв. Для параметричних
методiв здiйснено перевiрку властивостi монотонностi та дослiджено граничну поведiн-
ку для допустимих значень параметрiв. Для методiв означених з використанням глад-
ких допомiжних функцiй сформульовано та доведено серiю характеризацiйних теорем,
що описують необхiднi та достатнi умови володiння ними ряду бажаних властивостей.

Розглянуто приклади пiдрахункiв для контрактiв з можливiстю випадкової появи
страхової подiї для деяких дискретних i неперервних розподiлiв збиткiв та представлено
таблицi числових iлюстрацiй.

Посiбник розрахований, в першу чергу, для магiстрантiв спецiальностi "Фiнансова
математика а також працiвникiв освiтнiх установ, студентiв i аспiрантiв, якi цiкавля-
ться питаннями актуарної математики, та фiнансистiв-практикiв, якi використовують
у своїй дiяльностi механiзми страхового захисту.

c⃝НПУ iменi М.П. Драгоманова, 2017
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Вступ

Страхування є важливою складовою нашого повсякденного життя. Фiзичнi та юри-
дичнi особи купують полiси страхування життя, страхування автотранспорту, стра-
хування споруд та примiщень, тощо, у випадках, коли вони погоджуються платити
вiдносно малу фiксовану цiну за захист вiд випадкових досить значних фiнансових та
матерiальних втрат, спричинених природними факторами, а також дiями третiх осiб.

Деякi форми страхування вiдомi ще з античних часiв. До них слiд вiднести випад-
ки взаємодопомоги при використаннi ресурсiв усiєї громади для пiдтримки окремих
постраждалих осiб. Так, скажiмо, селяни могли допомогти односельцю вiдновити пого-
лiв’я померлої внаслiдок хвороб худоби, розраховуючи при цьому на подiбну допомогу,
у випадках, коли вони теж її потребуватимуть.

Iсторично першою страховою компанiєю вважається лондонська кав’ярня, власни-
ком якої був Edward Lloyd. Кав’ярню вiдвiдували заможнi купцi та кораблевласники,
якi з 1688-го року почали пiдписувати в нiй договори взаємодопомоги на випадок втрати
торгових кораблiв. Так виникла нинi добре вiдома страхова компанiя Lloyd’s of London.

Страховий бiзнес — це бiзнес, що базується на невизначеностi майбутнього. Ор-
ганiзацiя такого бiзнесу вимагає серйозних математичних знань та навикiв. Частина
математики, що слугує таким цiлям, називається актуарною математикою. 1693-й рiк
можна вважати роком народження актуарної математики як наукової дисциплiни. Са-
ме в цьому роцi англiйський вчений Edmond Halley (той самий, в честь кого названа
комета Галея) створив першу в iсторiї таблицю смертностi i тим самим заклав основу
розвитку теорiї страхування життя.

В дев’ятнадцятому столiттi в царськiй Росiї виникло досить багато страхових то-
вариств. Разом iз цим з’явилися вченi–математики, якi на науковому рiвнi займалися
питаннями страхування i розв’язуванням економiчних та демографiчних задач. Серед
таких вчених варто згадати С.Є. Савiча, А.А. Маркова, Є.Є. Слуцького, Д.О. Граве,
М.В. Остроградського та В.Я. Буняковського.

Не дивлячись на досить вдалий старт, актуарнi моделi були повнiсттю позбавленi
наукової уваги та майже не розвивалися в нашiй країнi протягом радянського перiоду.
Це було зумовлено, зокрема, iдеологiєю країни та державною монополiєю на страхово-
му ринку. Ситуацiя почала змiнюватися лише пiсля розпаду радянської системи та з
появою приватних i акцiонерних страхових компанiй. Зрозумiло, що за таких обставин
вiтчизнянi актуарна наука та освiта дуже вiдстали вiд захiдних. Варто згадати, що ма-
буть перший україномовний пiдручник, див. [10], один iз роздiлiв якого присвячений
актуарнiй математицi, з’явився лише в 1995-му роцi.

Ситуацiя значно покращилася завдяки проведенню цiлого ряду українсько–сканди-
навських конференцiй з актуарної математики та математичної економiки протягом ос-
таннiх двох десятилiть. Завдяки цьому, в Українi з’явилося досить багато математикiв,
якi на науковому рiвнi почали займатися колективними моделями страхування, як то
класична модель ризику та її численнi узагальнення.

Колективнi моделi ризику описують дiяльнiсть страхових компанiй при одночасно-
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Вступ ii

му розглядi тисяч контрактiв. При цьому, як правило, дослiджуються питання, пов’я-
занi з ймовiрнiстю банкрутства страхової компанiї.

На вiдмiну вiд колективних, iндивiдуальнi моделi аналiзують дiяльнiсть страхової
компанiї, вiдштовхуючись вiд конкретного клiєнта. Використовуючи iндивiдуальнi мо-
делi, встановлюють, зокрема, вартiсть страхового контракту для клiєнта iз певним на-
бором особистих характеристик. Тобто, з точки зору практичних застосувань, iндивiду-
альнi моделi ризику є не менш важливi, нiж колективнi, проте до цього часу українськi
математики придiляли їм досить мало наукової уваги.

Навчальний посiбник мiстить в собi практичну складову. Його матерiали можуть
використовуватися спiвробiтниками страхових, банкiвських, iнвестицiйних та пенсiйних
установ при застосуваннi механiзмiв страхового захисту. Матерiали посiбника також
можуть бути включенi до фiнансово–математичних освiтнiх програм пiдготовки акту-
арiїв та фiнансових аналiтикiв.

Навчальний посiбник складається зi вступу, чотирьох роздiлiв, трьох додаткiв, та
списку використаних джерел.

У першому роздiлi проведено оглядовий аналiз доступної вiтчизняної та зарубi-
жної лiтератури з математики страхування.

У першiй частинi другого роздiлу здiйснено аналiз колективних моделей дiяль-
ностi страхової компанiї таких як класична модель ризику та її узагальнення. Крiм
класичної моделi описується збурена модель ризику, модель Спаре Андерсена, модель
iз випадковими премiями, дискретнi моделi, а також поданi посилання на лiтературу,
де можна знайти iнформацiю про iншi колективнi моделi ризику.

У другiй частинi другого роздiлу проводиться опис можливих методiв пiдрахунку
вартостi страхових контрактiв у випадку вiдомих розподiлiв збиткiв, а також здiйсне-
на їх класифiкацiя у залежностi вiд природи контрактiв: найпростiшi, параметричнi,
означенi з використанням допомiжних функцiй. Для параметричних методiв здiйсне-
но аналiз властивостi монотонностi та дослiджено асимптотичну поведiнку описаних
методiв для допустимих значень параметрiв.

У першiй частинi третього роздiлу проводиться аналiз бажаних властивостей,
якими можуть володiти або не володiти принципи пiдрахунку вартостi страхових кон-
трактiв, означенi в другiй частинi другого роздiлу монографiї. Серед таких бажа-
них властивостей вивчаються властивiсть вiдсутностi необґрунтованої надбавки на ри-
зик, властивiсть невiд’ємностi страхової надбавки, властивiсть адитивностi, властивiсть
мультиплiкативної iнварiантностi, властивiсть конзистентностi, властивiсть вiдсутностi
грабування та властивiсть iтеративностi. Тут також подана iнтерпретацiя вказаних вла-
стивостей з точки зору споживача (страховика, клiєнта).

У другiй частинi третього роздiлу представлено характеризацiйнi теореми, що
стосуються властивостей адитивностi, конзистентностi, iтеративностi та мультиплiка-
тивної iнварiантностi для наступних принципiв пiдрахунку вартостi страхових контра-
ктiв: принципу середнього значення, принципу еквiвалентної/нульової корисностi стра-
ховика та принципу еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта. Показано також, що
у випадку звуження принципу середнього значення та принципу нульової корисностi
клiєнта до оцiнювання вартостi лише строго позитивних ризикiв, класи допомiжних
функцiй, якi породжують мультиплiкативно–iнварiантнi премiї, є ширшими нiж у за-
гальному випадку.

В третiй частинi третього роздiлу представленi результати перевiрки бажаних
властивостей у виглядi сумарної таблицi властивостей.

В четвертiй частинi третього роздiлу представлена методика оптимiзацiї вартостi
страхових контрактiв шляхом залучення декiлькох страхових компанiй на прикладi
експоненцiйного принципу страхового оцiнювання.
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У четвертому роздiлi наведенi приклади обчислення премiй, означених у дру-
гому роздiлi навчального посiбника, для контрактiв iз можливiстю випадкової появи
страхової подiї при деяких дискретних та неперервних розподiлах виплат.

У додатку A наводяться нерiвностi, якi використовуються при доведеннi твер-
джень представлених у посiбнику, а саме, нерiвнiсть Єнсена, нерiвнiсть Ляпунова та
нерiвнiсть Гельдера. Вiдповiднi твердження сформульованi у виглядi теорем та двох
лем, котрi використовуються, зокрема при доведеннi характеризацiйних тверджень,
що стосуються властивостей котрими володiють методи пiдрахунку вартостi страхо-
вих контрактiв означенi з використанням допомiжних функцiй.

У додатку В представлено власноруч розроблене в середовищi MatLab GUI пiлотне
програмне забезпечення “Premium Calculator” для аналiзу вартостi страхових контра-
ктiв. Програмне забезпечення розроблене з використанням явних формул оцiнювання
вартостi страхових контрактiв для деяких дискретних та неперервних розподiлiв ви-
плат, представлених в четвертому роздiлi посiбника.

У додатку С, використавши програмне забезпечення, представлене в додатку B,
наведенi числовi iлюстрацiї вартостi страхових контрактiв з можливiстю випадкової
появи страхової подiї у випадках наступних розподiлiв виплат: виродженого; експонен-
цiйного; гiперекспоненцiйного; рiвномiрного; зсунутого нормованого пуасонiвського.



Роздiл 1

Огляд лiтератури
з математики страхування

В даному роздiлi навчального посiбника здiйснюється оглядовий аналiз доступної
вiтчизняної та зарубiжної лiтератури з математики страхування.

Почнемо з праць незаслужено призабутого фундатора вiтчизняної актуарної науки
Сергiя Савiча, який був не лише провiдним вiтчизняним експертом, а й добре вiдомим
на мiжнародному рiвнi. Говорять, що Сергiй Савiч був одним з iнiцiаторiв заснуван-
ня, створеної в 1895-му роцi нинi добре вiдомої мiжнародної органiзацiї, що має назву
International Actuarial Association, яка була створена для розвитку спiвпрацi та обмiну
досвiдом мiж мiсцевими актуарними органiзацiями рiзних країн. На запит вiтчизняних
науковцiв до Мiжнародної актуарної асоцiацiї була надiслана наступна iнформацiя сто-
совно спiвпрацi Сергiя Савiча з даною органiзацiєю: Сергiй Савiч був вiце–президентом
першого Мiжнародного конгресу актуарiїв (Брюссель, 1895-й рiк), де пропагував iдею
створення Мiжнародної актуарної асоцiацiї; був вiце–президентом другого Мiжнародно-
го конгресу актуарiїв (Лондон, 1898-й рiк), де виступав з доповiдями “Про обчислення
викупної вартостi” та “Пенсiйнi установи в Росiї ”; вiце–президентом третього Мiжнаро-
дного конгресу актуарiїв (Париж, 1900-й рiк), де виступив з доповiддю “Бiблiографiчна
довiдка з теорiї страхування в Росiї ”; вiце–президентом четвертого Мiжнародного конг-
ресу актуарiїв (Нью–Йорк, 1903-й рiк); учасником п’ятого (Берлiн, 1906-й рiк) та шо-
стого (Вiдень, 1909-й рiк) Мiжнародних конгресiв актуарiїв; вiце–президентом сьомого
Мiжнародного конгресу актуарiїв (Амстердам, 1912-й рiк), де виступив iз доповiддю
“Перестрахування в страхуваннi життя”; був вiдповiдальним органiзатором чергово-
го Мiжнародного конгресу актуарiїв (Санкт–Петербург, 1915-й рiк), прикрим фактом
iсторiї є те, що конгрес в Санкт–Петербурзi був вiдмiнений через Першу свiтову вiйну;
був учасником восьмого Мiжнародного конгресу актуарiїв (Лондон, 1927-й рiк), його
прiзвище фiгурує в списку учасникiв вiд Францiї.

Савiч С.Є. був також яскравою фiгурою на вiтчизнянiй аренi. Вiн, зокрема, вiв
активну педагогiчну роботу: протягом декiлькох рокiв читав “Вищу геометрiю” та “Те-
орiю функцiї комплексної змiнної ” в Санкт–Петербурзькому унiверситетi; був профе-
сором Санкт–Петербурзького електротехнiчного iнституту та професором Вищих жi-
ночих Бестужiвських курсiв. Савiч С.Є. був серед органiзаторiв створеного в 1908-му
роцi в Петербурзi товариства страхових знань, яке мiстило в собi чотири секцiї: медичну,
юридичну, технiко-економiчну та математичну. Протягом багатьох рокiв, до революцiї
1917-го року, та деякий час пiсля революцiї Савiч С.Є. був незмiнним членом Страхо-
вого комiтету при Мiнiстерствi внутрiшнiх справ, який здiйснював страховий нагляд в
Росiйськiй iмперiї. Згодом, пiсля революцiї 1917-го року Савiч С.Є., як i багато iнших

1
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талановитих людей того часу, був вимушений покинути Росiю та емiгрував до Францiї.
В 1900-му роцi Савiч С.Є. публiкує свою книгу “ru: Элементарная теория стра-

хования жизни и трудоспособности”, див. [13], котра була написана з використанням
стандартних позначень теорiї страхування життя; згаданi стандарти були узгодженi i
загальноприйнятi на другому Мiжнародному конгресi актуарiїв в 1898-му роцi (тобто,
за два роки до опублiкування книги), з тих пiр не змiнювалися i активно використо-
вуються в наш час. Хоч документальних пiдтверджень цьому, мабуть, не iснує, проте
згадана книга Савiча С.Є., можливо, є першою в свiтi книжкою, яка написана з вико-
ристанням стандартизованих позначень теорiї страхування життя.

З метою ознайомлення, наведемо без перекладу iнформацiю стосовно Сергiя Савiча
з енциклопедiї Брокгауза та Єфрона.

Сергей Евгеньевич Савич родился в 1864 году. Среднее образование по-
лучил в 1-й Военной гимназии (1-й Кадетский корпус), а высшее — на мате-
матическом отделении физико-математического факультета Санкт–Петер-
бургского университета, где окончил курс в 1886-м году. Несколько лет спу-
стя, защитив диссертацию “О линейных обыкновенных дифференциальных
уравнениях с правильными интегралами” на степень магистра чистой мате-
матики, начал чтение лекций в университете в качестве приват-доцента, а
затем преподавание математики в некоторых высших технических учебных
заведениях; в то же время, по поручению различных правительственных
учреждений, принимал участие в составлении уставов о поверке расщётов
по оборотам страховых обществ, эмеритальных и других пенсионных касс.
Кроме диссертации, Савич напечатал несколько заметок по математике и
теории страхования жизни в издававшемся одно время студентами матема-
тическом журнале (1885-1886), в “Журнале министерства народного про-
свещения”, в “Сборнике института инженеров путей сообщения”, в “Bulletin
de l’Institut des actuaires franсais”, в “Трудах I-го и II-го Международных
конгрессов актуариев” и других.

Працi Савiча не забутi i сьогоднi. Так, скажiмо, в

Рис. 1.1: В.Я. Буняков-
ський

доповiдi Гунара Бенктандера (sw: Gunnar Benktander)
на 19-му Мiжнародному конгресi актуарiїв (Осло, 1972-й
рiк) “Частота страхових випадкiв та страхова премiя як
функцiя розмiру ризику”, яка була присвячена тарифi-
кацiї при страхуваннi вiд пожеж, було сказано насту-
пне: “Росiйський професор Сергiй Савiч був першим,
хто проводив дослiдження в цiй галузi. Вiн займався
цим у Санкт–Петербурзi ще у 1907-му роцi. Результати
своїх дослiджень стосовно цього питання вiн опублiку-
вав у статтi Der Einfluss der Dimensionen des Feuerrisikos
auf den Pramiensatz, яку розмiстив у журналi Zeitschrift
für die gesamte Versicherungswissenschaft”.

Значний внесок до популяризацiї актуарних моде-
лей був здiйснений також київським професором Дмит-
ром Граве, котрий опублiкував три пiдручники з мате-

матики страхування, див. [3], [4], [5].
Iншим київським професором, котрий багато зробив для розвитку та популяризацiї

математичних моделей економiки, був Євген Слуцький. Серед праць Слуцького Є.Є.
варто видiлити неопублiковану монографiю [14] “ru: Теория предельной полезности”,
котра й досi зберiгається у вiддiлi рукописiв Нацiональної наукової бiблiотеки України
iм. В.I. Вернадського.
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Книга добре вiдомого росiйського математика Андрiя Маркова “ru: Исчисление ве-
роятностей”, див. [11], мiстить главу, що має назку “ru: О страховании жизни”.

Двоє добре вiдомих українських математикiв, а саме, Михайло Остроградський (на-
родився на Полтавщинi) та Вiктор Буняковський (фото 1.1) (народився на Подiллi)
працювали з демографiчними моделями вже в 19-му столiттi. Остроградський М.О,
вiдомий в першу чергу завдяки своїм фундаментальним працям з теорiї iнтегрування,
в 1847-му роцi опублiкував роботу “ru: О страховании”. Буняковський В.Я. вважається
засновником демографiчної науки в Росiйськiй iмперiї. Вiн проводив демографiчнi до-
слiдження задовго до проведення першого перепису населення в країнi. Бiльш того, як
показали данi першого перепису, оцiнки Буняковського були досить точними та прав-
дивими. Вiктор Буняковський є автором першого росiйськомовного пiдручника з теорiї
ймовiрностей, див. [2], один iз роздiлiв згаданого пiдручника стосується саме демогра-
фiї.

Завершуючи огляд раннього етапу розвитку вiтчизняної актуарної науки, наведемо,
без перекладу, досить iлюстративне оголошення про створення в дореволюцiйнiй Росiї
товариства страхових знань, яке було опублiковане в журналi “ru: Страховое обозрение”
в червнi 1908-го року.

Милостивые государи!

У нижеподписавшихся возникла мысль об учреждении в Санкт–Петербурге
общества страховых знаний.

К этой мысли привели их нижеследующие соображения. Расцвет страхо-
вания в новейшее время вызван потребностями современной экономичес-
кой действительности, а также политикой некоторых европейских держав
в области рабочего вопроса. Благодетельность страхования ныне общепри-
знана, круг лиц, стремящихся к той или иний форме его, все расширяется,
и ежедневно возникают весьма сложные вопросы в области техники стра-
хования. Теоретическая разработка математических основ страхования яв-
ляется ныне насущной необходимостью, причём многообразие и трудность
возникающих вопросов требуют сотрудничества большого круга лиц.

Естественно далее, что развитие страхования возможно лишь при правиль-
ной оценке его с экономической точки зрения и при целесообразном страхо-
вом законодательстве. Изучение страхования как экономического явления,
выяснение задач и пределов деятельности законодателя, постановка кон-
троля и обложения страхования и изучение всех связанных с этим юриди-
ческих вопросов в области частного и административного права — все эти
задачи составляют лишь часть работы современного исследователя страхо-
вания. Страхование жизни и трудоспособности тесно связано с медициной,
а страхование вещное — с техникой. Анализ того, что уже создано, твор-
ческая критика данных условий страхового дела могут успешно вестись
отдельными исследователями лишь совместно.

Но расцвет страхования ставит еще и другие задачи. Широкое распростра-
нение идеи страхования в литературу и живым словом необходимо для ка-
ждой страны; надлежащая подготовка работников страховой профессии не-
обходима для успеха страхового дела. Как выполнить эти задачи без все-
стороннего освещения вопроса всеми, кто может уяснить его своими теоре-
тическими познаниями или опытом?

Намеченные только что задачи должны одновременно разрабатывать тео-
ретик и практик: теория и опыт должны взаимно пополняться. Практик
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даст теоретику материал для изучения и совместно с ним выяснит цели и
пути необходимых реформ страхования.

С половины XIX в., когда был основан лондонский Институт актуариев, за
границей стали возникать специальные общества для изучения страхова-
ния. На международных страховых конгрессах эти общества делились со
всеми результатами своей работы и тем способствовали выяснению многих
вопросов страхового дела.

До сих пор в России не было такого общества. Между тем рост страхова-
ния частного, предположенное государственное страхование, почти полное
отсутствие страхового законодательства — все это говорит о необходимости
глубокого и всестороннего изучения страхования.

Математик, экономист, юрист, врач, техник, страховой деятель — все дол-
жны объединиться для разработки вопросов страхования.

Нижеподписавшиеся считают своим долгом указать в заключении, что цель
общества — чисто теоретическая работа в указанном выше направлении.

Предлагая Вам вступить в число членов Общества и препровождая утверж-
дённый в подлежащем порядке Устав Общества нижеподписавшиеся просят
Вас на прилагаемом при сём бланке сообщить, угодно ли будет Вам принять
наше предложение.

Первое собрание членов общества предполагается назначить в начале июня.
О времени и месте собрания будет заблаговременно сообщено отдельными
повестками

Остроградский Михаил Александрович (Литейный, 30)

Белоцветов Николай Алексеевич (Гороховая, 4)

Покотилов Александр Дмитриевич (Каменноостровский, 1)

Савич Сергей Евгеньевич (Николаевская, 35)

Напечатано в журнале Страховое обозрение, № 6, июнь 1908 г., с. 437.

Не дивлячись на досить вдалий старт, математичнi

Рис. 1.2: М.Й. Ядренко

моделi страхування були позбавленi належної уваги та
майже не розвивалися в нашiй країнi протягом радян-
ського перiоду iсторiї. Це було зумовлено, в першу чер-
гу, державною монополiєю на ринку страхування. Си-
туацiя почала змiнюватися лише на початку 90-х рокiв
iз появою приватних та акцiонерних страхових компа-
нiй. Позбавлення вiд наукового вакууму в цiй галузi
знань на пострадянському просторi почалося, мабуть, з
праць Фалин Г.I. i Фалин А.I. [17] та Фалин Г.I. [15]. Пi-
знiше з’явилася книга Фалин Г.I. [16]. Мабуть, першою
україномовною книгою, що мала вiдношення до актуар-
них розрахункiв, був опублiкований в 1995-му роцi пiд-
ручник [10] викладачiв Київського нацiонального унi-
верситету Леоненка М.М., Мiшури Ю.С., Пархоменко
В.М. та Ядренка М.Й. (фото 1.2). Серед iнших праць
науковцiв на пострадянському просторi, можна згада-

ти роботи: Бенiнг В.Є., Корольов В.Ю. [23]; Гусак Д.В. [6]; Гусак Д.В., Кулик О.М.,
Мiшура Ю.С., Пилипенко А.Ю. [7] та [59]; Корольов В.Ю., Бенiнг В.Є., Шоргiн С.Я.
[9]; Мельнiков О.В. [12]; Шiряєв А.М. [102]; тощо. Варто зауважити, що добре вiдомi
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на Заходi працi Bowers N.L., Gerber H.U., Hickman G.C., Jones D.A., Nesbit C.J. [32],
перше видання книги Kaas R., Goovaerts M., Dhaene J., Denuit M. [69] та Lemaire J.
[75], [76] були перекладенi на росiйську мову та опублiкованi московським математи-
ком Всеволодом Малiновським. Малiновський В.К. був також iнiцiатором перевидання
вищезгаданої книжки Савiча С.Є. [13].

З метою ознайомлення з загальними принципами страхування та методами захисту
вiд рiзного роду ризикiв варто почитати якiснi пiдручники, написанi, в першу чергу, для
економiстiв. На нашу думку, для такого ознайомлення добре пiдходить пiдручник Vau-
ghan E.J. та Vaughan T. [109], а також пiдручник Dorfman M.S. [46]. Для ознайомлення
з основами саме актуарних розрахункiв, можна порадити книгу Booth P.M., Chadburn
R., Cooper D., Haberman S., James D. [29] та книгу Taylor G. [106].

Огляд лiтератури з теорiї ризику часто починають з дисертацiї Фiлiпа Лундбер-
га (фото 1.3)(sw: Filip Lundberg), див. [78], та праць Харальда Крамера (sw: Harald
Cramér), див. [38] та [39]. Цi два дослiдники вважаються засновниками колективної
теорiї ризику.

Iншою вiдомою книгою, що мала значний вплив на

Рис. 1.3: F. Lundberg

розвиток актуарної науки, є книга Bühlmann H. [33].
Двоє з колишнiх аспiрантiв професора Бюльмана теж
написали пiдручники з математичної теорiї ризику, а
саме Gerber H.U. [52] та Straub E. [104]. Професор Ger-
ber H.U. є також автором досить вдалого пiдручника з
теорiї страхування життя, див. [53], який був переви-
даний, зокрема, росiйською, китайською та нiмецькою
мовами. Gerber H.U. є спiвавтором ще однiєї “класич-
ної” книги, а саме, Bowers N.L., Gerber H.U., Hickman
J.C., Jones D.A., Nesbit C.J. [32], котра теж здебiльшо-
го стосується теорiї страхування життя. Варто згадати
внесок ще одного швейцарського математика, котрий
опублiкував два пiдручники з даної тематики, а саме,
Seal H.L. [98], [99].

Робота з актуарними розрахунками вимагає фунда-
ментальних знань з теорiї ймовiрностей та математи-
чної статистики, проте часто доводиться застосовувати
знання з iнших галузей математики. Книга de Vylder
F.E. [110], мабуть, виникла як спроба описати в одному пiдручнику всi математичнi
результати, якi можуть знадобитися практикуючому актуарiю. Серед iнших праць то-
го ж автора варто згадати пiдручник з теорiї страхування життя de Vylder F.E. [111].
Етьєн де Вiльдер також вiдомий як спiвредактор часто цитованих матерiалiв роботи
актуарних конференцiй de Vylder F.E., Goovaerts M., Haezendonck J. (редактори) [112],
[113], опублiкованих видавництвом Kluwer Academic Publishers.

Здiбнiсть описувати природнi феномени у виглядi математичних моделей та iнтер-
претацiя отриманих чисельних результатiв є важливою для кожного математика. Вда-
лим пiдручником з актуарної математики, який, крiм iншого, спонукає до розвитку та-
ких навикiв, є пiдручник Daykin C.D., Pentikäinen T, Pesonen M. [40]. Тейво Пентiкейнен
також вiдомий як спiвавтор бiльш ранньої книжки, а саме, Beard R.E., Pentikäinen T.,
Pesonen E. [22].

Вченi, що мають глибокi фундаментальнi знання в галузi теорiї ймовiрностей, часто
обирають пiдручники Grandell J. [55], [56] для ознайомлення з аспектами теорiї ризику.
В якостi альтернативи можна вiдзначити монографiю Rotar V.I. [93], що має “типовий
радянський стиль” викладення матерiалу i досить вдало та в повному об’ємi описує
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досягнення свiтової актуарної науки. З iнших подiбних робiт вiдзначимо також робо-
ти: Blom R. [26]; Dickson D.C.M. [44]; Heilmann W.-R. [62]; Johansson J. [66]; Kaas R.,
Goovaerts M., Dhaene J., Denuit M. [69]; Klugman A.S., Panjer H.H., Willmot G.E. [73];
Kremer E. [74]; Schmidt C.D. [97]; Shang H. [100]; Panjer H.H. [81]; Panjer H.H., Wi-
llmot G.E. [83].

Актуарнi моделi часто представленi в лiтературi паралельно з моделями оцiнювання
вартостi вторинних цiнних паперiв та моделями ринкiв акцiй. Книги Chan W.-S., Tse
Y.-C. [36], Lin X.S. [77] та Rolski T., Schmidli H., Schmidt V., Teugels J. [92] описують
актуарнi та фiнансовi феномени з точки зору теорiї випадкових процесiв. Моделi ек-
стремальних подiй як для актуарної так i для фiнансової математики добре описанi в
роботi Embrechts P., Klüppelberg C., Mikosch T. [47]. Пiдручник для студентiв Mikosch T.
[79] теж представляє теорiю ризику з точки зору теорiї випадкових процесiв.

Напiвмарковськi процеси часто використовуються для моделювання непрацездатно-
стi та дослiдження контрактiв, пов’язаних зi страхуванням здоров’я. Монографiї Pitac-
co E., Denuit M., Haberman S., Olivieri A. [85] та Haberman S., Pitacco E. [60] присвяче-
нi опису саме таких моделей. Iншою книгою присвяченою напiвмарковським моделям,
проте не лише для страхування, а й для фiнансiв та теорiї надiйностi, є книга Janssen J.
та Manca R. [65]. Книга Asmussen S. та Albrecher H. [21], крiм iншого, мiстить багато
цiкавої iнформацiї стосовно процесiв ризику у марковському середовищi.

Моделi страхування життя в лiтературi часто представленi окремо вiд моделей стра-
хування майна та контрактiв iншого типу, зокрема завдяки тому, що моделi страхуван-
ня життя мiстять припущення стосовно тривалостi життя застрахованої особи. Проте,
типовi пiдходи, що використовуються при оцiнюваннi контрактiв страхування майна,
можуть використовуватися також для оцiнювання вартостi контрактiв страхування жи-
ття, зокрема, такi пiдходи доцiльно використовувати при груповому страхуваннi людей,
як то одночасному страхуваннi працiвникiв великих промислових пiдприємств, тощо.
Серед робiт з теорiї страхування життя, що ранiше не згадувалися в даному оглядi, без-
перечно заслуговують уваги наступнi: Alm E., Andersson G., von Bahr B., Martin-Löf A.
[19]; Andersson G. [20]; Dickson D.S.M., Hardy M.R., Waters H. [45]; Fisher H.F., Young J.
[50]; Gupta A.C., Varga T. [58]; Iyer S. [64]); Møller T., Steffensen M. [80]; Promislow S.D.
[91]; Wolthuis H. [115]; Zhu Y. [119].

Мабуть, найбiльш популярним типом страхування (можливо, пiсля державних кон-
трактiв пенсiйного типу) є автострахування. Це пов’язано в першу чергу з тим, що та-
ке страхування є обов’язковим у бiльшостi країн. Особливостi актуарних розрахункiв
для автострахування з використанням систем заохочень та покарань (en: bonus-malus
systems) добре описанi в роботах Boos A. [28] та Lemaire J. [75], [76].

Геометричнi випадковi суми часто використовуються для дослiдження об’єктiв, по-
в’язаних iз процесами ризику. Книга росiйськомовного автора, котрий тривалий час
працював у Данiї, Kalashnikov V.V. [70], демонструє методику застосування геометри-
чних випадкових сум, проте не лише до теорiї ризику, а й до теорiї надiйностi та теорiї
масового обслуговування.

Важливим аспектом страхової дiяльностi є перестрахування, тобто, подiл вiдпо-
вiдальностi за великi групи ризикiв та вiдповiдальностi при страхуваннi громiздких та
коштовних об’єктiв мiж декiлькома страховими компанiями. Наступна лiтература, крiм
iншого, мiстить iнформацiю з теорiї перестрахування та створення страхових резервiв:
Albrecher H., Teugels J. [18]; Bühlmann H., Gisler A. [35]; Denuit M., Marechal X., Pi-
trebois S., Walhin J.-F. [43]; Goovaerts M.J., Kaas R., van Heerwarden A.E., Bauwelinckx T.
[54]; Kaas R., van Heerwaarden A.E., Goovaerts M.J. [68]; Panjer H.H. [82]; Schmidli H. [95];
Wüthrich M.V., Bühlmann H., Furrer H. [116]; Wüthrich M.V., Merz M. [117].

З особливостями методик статистичного оцiнювання для актуарних моделей мо-
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жна ознайомитись у роботах: Benjamin B., Pollard J.H. [24]; Boland P.J. [27]; Borowi-
ak D.S. [30]; Borowiak D.S., Balakrishnan N., Schucany W.R., Schilling E.G. [31]; Coraz-
za M., Claudio P. [37]; Denuit M., Dhaene J., Goovaerts M., Kaas R. [42]; Freeman H.
[51]; de Jong P., Heller G.Z. [67]; Hogg R.U., Klugman S.A. [63]; Kleiber C., Kotz S. [71];
Klugman S.A. [72]; Tse Y.-C. [108].

Оскiльки даний посiбник стосується в основному принципiв пiдрахунку страхових
премiй, то зупинимось коротко на оглядi лiтератури з цих питань. Детальна iнформацiя
про нетто принцип може бути знайдена, наприклад, в роботi Bowers N.L., Gerber H.U.,
Hickman J.C., Jones D.A., Nesbit C.J. [32], про принцип математичного сподiвання —
Bühlmann H. [33] та Gerber H.U. [52], про принцип дисперсiї — Berliner B. [25], про
принцип середньоквадратичного вiдхилення — Denneberg D. [41], про принцип макси-
мальних збиткiв — de Vylder F.E., Goovaerts M., Haezendonck J. [112], про експоненцiй-
ний принцип — Kaas R., Goovaerts M., Dhaene J., Denuit M. [69], про принцип Есшера
— Yang H. [118], про принцип вiдрегульований ризиком — Dickson D.C.M. [44], про
квантiльний принцип — de Vylder F.E. [110], про принцип Ванга — Wang S. [114], про
принцип середнього значення — Kaas R., Goovaerts M., Dhaene J., Denuit M. [69], про
принципи корисностi — Dickson D.C.M. [44].

Серед вдалих досi не опублiкованих рукописiв, котрими активно обмiнюються нау-
ковцi, що займаються теорiєю ризику, варто згадати наступнi: Paulsen J. [84]; Schmidli H.
[96]; Sherris M. [101].

На завершення згадаємо трьохтомну енциклопедiю Teugels J. та Sundt B. (редакто-
ри) [107], що оформлена у виглядi корисної пiдбiрки незалежних статей, написаних про-
вiдними свiтовими експертами в цiй галузi. Енциклопедiя охоплює велику кiлькiсть тем
та мiстить розгорнутий список посилань на вiдповiднi джерела в кiнцi кожної статтi.
В якостi альтернативи, можна порадити десятитомну енциклопедiю з iсторiї актуарної
справи Haberman S., Sibbett T. (редактори) [61].



Роздiл 2

Математичнi моделi роботи
страхової компанiї та принципи
пiдрахунку страхових премiй

В даному роздiлi здiйснюється оглядовий аналiз найбiльш поширених колективних
моделей ризику як то класична модель ризику та її узагальнення. Пiсля чого роби-
ться детальний аналiз iндивiдуальних моделей ризику, що здебiльшого слугують для
оцiнювання вартостi страхових контрактiв пов’язаних iз конкретно взятим клiєнтом.

2.1 Класична модель ризику та її узагальнення
Дiяльнiсть сучасної страхової компанiї важко собi уявити без математичного мо-

делювання. Традицiйний пiдхiд до такого моделювання полягає у використаннi так
званих колективних моделей ризику. Iсторично першою такою моделлю була розробле-
на в 1903-му роцi шведським математиком Фiлiпом Лундбергом (sw: Filip Lindberg) у
дисертацiйнiй роботi [78] модель, яка сьогоднi носить назву класичної моделi ризику.

Класична модель ризику задається наступним чином

U(t) = u+ ct−
Nλ(t)∑
k=1

Zk, t ≥ 0,

де: u — це початковий капiтал страхової компанiї; константа c — це iнтенсивнiсть над-
ходження страхових внескiв за одиницю часу; потiк заявок на виплати моделюється
пуасонiвським процесом Nλ(t), t ≥ 0, з iнтенсивнiстю λ; послiдовнiсть додатних випад-
кових величин Zk, k = 1, 2, · · · , — це послiдовнiсть заявок на виплати; процес Nλ(t),
t ≥ 0, та послiдовнiсть Zk, k = 1, 2, · · · , є незалежними по вiдношенню одне до одного.
Iлюстрацiя такого процесу ризику подана на рисунку 2.1.

Однiєю з ключових характеристик класичного процесу ризику з початковим капi-
талом u є його ймовiрнiсть банкрутства на нескiнченному промiжку часу задана насту-
пним чином

ψ(u) = P{inf
t≥0

U(t) < 0}.

Явнi формули для ймовiрностей банкрутства в класичнiй моделi ризику, наскiль-
ки нам вiдомо, отриманi лише у випадках сталих виплат, експоненцiйного розподiлу
виплат та виплат, що мають розподiл Ерланга з двома ступiнями свободи. Тому ши-
рокого застосування отримали рiзного роду апроксимацiї ймовiрностей банкрутства в

8
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Рис. 2.1: Класичний процес ризику

класичнiй моделi ризику, як то апроксимацiя де Вiльдера (be: F.E. de Vylder), апро-
ксимацiя Бiкмана–Бовверса (en: J.A. Beekman, N.L. Bowers), дифузiйна апроксимацiя
тощо. Бiльш детально про апроксимацiї ймовiрностей банкрутства в класичнiй моделi
ризику можна почитати, наприклад, в роботi Grandell J. [57].

Збурена модель ризику означається наступним чином

U(t) = u+ ct−
Nλ(t)∑
k=1

Zk + βW (t), t ≥ 0.

Основнi елементи збуреного процесу ризику повнiстю повторюють класичний про-
цес ризику, проте в даному випадку до процесу додається шумова компонента, яка
моделюється за допомогою стандартного вiнерiвського процесу W (t), t ≥ 0, для якого
прирiст W (t + h) − W (t), для t, h ≥ 0, має нормальний розподiл iз нульовим сере-
днiм та дисперсiєю h. В даному випадку параметр β > 0 задає iнтенсивнiсть збурення.
Оглядовий аналiз результатiв пов’язаних зi збуреним процесом ризику можна знайти,
наприклад, в роботi Schmidli H. [94].

Модель Спаре Андерсена. В моделi Спаре Андерсена (en: Sparre Andersen E.),
заданiй наступним чином

U(t) = u+ ct−
R(t)∑
k=1

Zk, t ≥ 0,

на вiдмiну вiд класичного процесу ризику, в якому потiк заявок на виплати описується
процесом Пуассона Nλ(t), t ≥ 0, вiдповiдний потiк описується процесом вiдновлення
R(t), t ≥ 0. Нагадаємо, що на вiдмiну вiд пуасонiвського процесу в якому iнтервали мiж
приростами експоненцiйно розподiленi, iнтервали мiж приростами процесу вiдновлення
є незалежними та однаково розподiленими з довiльним спiльним розподiлом. Детальний
опис такої моделi ризику може бути знайдений в роботi Sparre Andersen E. [103].

Моделi з випадковим потоком премiй. В класичнiй моделi ризику потiк премiй
моделювався детермiновано за допомогою лiнiйної функцiї. На практицi ж потiк премiй
також є випадковим, що й призвело до виникнення наступної моделi ризику

U(t) = u+

Nγ(t)∑
i=1

Pi −
Nλ(t)∑
j=1

Zj , t ≥ 0,
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де u — це початковий капiтал компанiї; потiк премiй моделюється пуасонiвським про-
цесом Nγ(t), t ≥ 0, а потiк заявок на виплати — пуасонiвським процесом Nλ(t), t ≥ 0;
послiдовностi додатних випадкових величин Pi, i = 1, 2, · · · , та Zi, i = 1, 2, · · · , вiдобра-
жають послiдовнiсть премiй та заявок на виплати вiдповiдно; крiм того припускається,
що зазначенi пуасонiвськi процеси, а також послiдовностi премiй та виплат є взаєм-
но незалежними. Детальну iнформацiю про процеси ризику з випадковими премiями
можна знайти в роботi Бойков А.В. [1].

Дискретнi моделi. В дискретних моделях часова шкала, як правило, подiляється
на iнтервали послiдовнiстю точок T = {t1, t2, t3, · · · } пiсля чого поведiнка капiталу
компанiї аналiзується в точках послiдовностi T . Для кожного tk ∈ T розглядаємо дис-
кретний процес

U(tk) = u+

k∑
i=1

(Pi − Zi) (2.1)

де u — це початковий капiтал компанiї, а Pi та Zi це вiдповiдно страховi премiї та заявки
на виплати зiбранi протягом часового iнтервалу (ti−1, ti], крiм того t0 = 0. Очевидно,
що

U(tk) = U(tk−1) + Pk − Zk, для k ≥ 2.

Iнколи додатковi грошовi потоки такi як дивiденди, позики, iнфляцiя, iнвестицiї то-
що включаються до модельного аналiзу дiяльностi страхової компанiї. У такий спосiб
сумарна компонента Di яка вiдображає грошовi потоки вiдмiннi вiд премiй та заявок
на виплати часто добавляється до моделi (2.1) i в цьому випадку модель набуває на-
ступного вигляду

U(tk) = u+

k∑
i=1

(Pi +Di − Zi).

Дискретнi моделi ризику, зокрема тi якi описують дiяльнiсть страхової компанiї про-
тягом обмеженого перiоду часу, досить легко пiддаються аналiзу за допомогою методiв
Монте-Карло. Бiльш детально про дискретнi моделi ризику можна почитати, напри-
клад, в роботах Bühlmann H. [33] та Daykin C.D., Pentikäinen T., Pesonen M. [40].

Iнформацiю про iншi узагальнення класичної моделi ризику як то моделi ризику в
марковському середовищi, а також моделi зi знесеннями, вiдображеннями, бар’єрами,
стрибками, дивiдендами, iнвестицiями тощо можна знайти, наприклад, в роботах Гу-
сак Д.В. [6], Леоненко М.М. та iншi [10], Asmussen S., Albrecher H. [21], Embrechts P.,
Klüppelberg C., Mikosch T. [47] та Grandell J. [55], [56]. Бiльш детальну iнформацiю
стосовно лiтературних джерел мiстить перший роздiл навчального посiбника.

На вiдмiну вiд колективних моделей ризику, що вже досить добре вiдомi на постра-
дянському просторi, iндивiдуальним моделям ризику, i, зокрема, способам оцiнювання
вартостi страхових контрактiв, придiлялося досить мало уваги вiтчизняними науков-
цями. Саме таким моделям i присвячений даний посiбник.

2.2 Найпростiшi способи оцiнювання
У цьому та наступних параграфах ми проводемо опис можливих методiв пiдрахунку

вартостi страхових контрактiв у випадку вiдомих розподiлiв збиткiв. Для параметри-
чних методiв ми здiйснюємо аналiз властивостi монотонностi та дослiджуємо асимпто-
тичну поведiнку для допустимих значень параметрiв.

Для iлюстрацiї принципiв пiдрахунку премiй, вважатимемо, що розмiр страхової
компенсацiї, пов’язаної з певною страховою угодою, є випадковою величиною X з фун-
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кцiєю розподiлу FX(x). Здебiльшого припускається, що випадкова величина X є невiд’-
ємною, тобто, приймає значення нуль у випадку, коли угода не призводить до страхово-
го випадку та не потребує страхових вiдшкодувань, i спiвпадає з розмiром вiдшкодува-
ння у разi появи страхового випадку. Вiд’ємнi значення випадкової величини X iнколи
допускаються та iнтерпретуються, як вiдшкодування, якi, з певних причин, можуть
надходити вiд клiєнтiв до страховикiв.

Вартiсть страхової угоди або, iншими словами, страхову премiю, тобто ту суму, яку
клiєнт, при укладаннi страхової угоди, платить обранiй страховiй компанiї для покриття
ризику X, позначатимемо через π[X].

В залежностi вiд конкретних ситуацiй, що виникають при укладаннi страхових угод,
страховi премiї класифiкуються за принципами (способами) їх пiдрахунку.

Опишемо найпростiшi способи страхового оцiнювання. Найбiльш очевидним i при-
родним принципом є нетто премiя.

Нетто премiя (en: net premium) означається як математичне сподiвання розмiру
страхової виплати асоцiйованої з ризиком X, тобто,

πнетто[X] := E[X].

В якостi аргументацiї для нетто премiї можна використати закон великих чисел у
формi Хiнчина, тобто, для послiдовностi незалежних та однаково розподiлених ризикiв
Xi, i = 1,+∞, таких, що E[Xi] < +∞ та довiльного ε > 0, виконується граничне спiв-
вiдношення

lim
n→+∞

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Xi − E[X1]

∣∣∣∣∣ > ε

}
= 0.

Iншими словами, при застосуваннi нетто принципу для оцiнювання вартостi стра-
хових контрактiв, середнiй розмiр страхової компенсацiї прямуватиме за ймовiрнiстю
до математичного сподiвання розмiру однiєї виплати при збiльшеннi кiлькостi клiєнтiв
страхової компанiї.

Нетто премiя — це та “справедлива” цiна, при якiй розмiр внескiв до страхової
компанiї, за наявнiстю великої кiлькостi клiєнтiв, був би “приблизно рiвний” розмiру
виплачених страхових компенсацiй. Проте, на практицi, цiна контракту завжди переви-
щує нетто премiю, адже страховi компанiї потребують кошти для створення страхових
резервiв, виплати заробiтної плати персоналу, оренди примiщень, сплати податкiв тощо.

Методи пiдрахунку премiй, що мiстять вищеперерахованi надбавки вартостi, нази-
ваються брутто премiями. Рiзниця в цiнi мiж брутто та нетто премiєю називається
надбавкою на ризик або надбавкою на ведення страхового бiзнесу. До брутто премiй
вiдносяться премiя математичного сподiвання, дисперсна премiя, премiя середньоква-
дратичного вiдхилення, а також параметричнi премiї та премiї означенi з використан-
ням допомiжних функцiй для яких виконується властивiсть позитивностi страхової
надбавки, тобто, π[X] > E[X].

Бiльш детально про нетто принцип можна почитати, наприклад, в Bowers N.L.,
Gerber H.U., Hickman J.C., Jones D.A., Nesbit C.J. [32].

Премiя математичного сподiвання (en: expected value premium) асоцiйована з
ризиком X, означається наступним чином

πм.с.(α)[X] := (1 + α)E[X], для α > 0. (2.2)

В даному методi пiдрахунку вартостi контрактiв величина E[X] — це нетто премiя,
а αE[X] — це вищезгадана надбавка на ризик.
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Для застосування, бiльш зрозумiлим виглядом формули (2.2) є наступний:

πм.с.(α1, α2)[X] := (1 + α1 + α2)E[X], для min[α1, α2] > 0. (2.3)

У даному випадку E[X] — це нетто премiя, α1E[X] — частина брутто премiї, що йде
на формування страхових резервiв, α2E[X] — частина брутто премiї, що використову-
ється в адмiнiстративних цiлях, таких як виплата зарплати, сплата податкiв, оренда
примiщень тощо.

Практика роботи страхових компанiй показує, що досить стандартною є наступна
пропорцiя: нетто премiя складає близько шестидесяти вiдсоткiв брутто премiї, а решта
розподiляється бiльш-менш порiвно мiж резервним та адмiнiстративним фондами.

Бiльш детально про метод математичного сподiвання оцiнювання вартостi страхо-
вих контрактiв можна почитати, зокрема, в роботах Bühlmann H. [33] та Gerber H.U.
[52].

Принцип дисперсiї оцiнювання вартостi страхових контрактiв застосовується у ви-
падках, коли при оцiнюваннi хочуть враховувати розсiювання ризику X.

Дисперсна премiя (en: variance premium) для ризику X означається як

πдисп.(α)[X] := E[X] + αVar[X], для α > 0.

В наших позначеннях, Var[X] — це дисперсiя (en: variance) випадкової величини X.
Звернемо увагу на те, що при даному способi оцiнювання надбавка на ризик є про-

порцiйною дисперсiї ризику X.
Бiльш детально про принцип дисперсiї пiдрахунку вартостi страхових контрактiв

можна почитати, наприклад, в роботi Berliner B. [25].
Альтернативним до принципу дисперсiї оцiнювання вартостi страхових контрактiв

при врахуваннi розсiювання значень ризику X є принцип середньоквадратичного вiд-
хилення.

Премiя середньоквадратичного вiдхилення (en: standard deviation premium)
для ризику X означається як

πс.к.в.(α)[X] := E[X] + ασ[X], для α > 0.

В наших позначеннях σ[X] :=
√

Var[X] — це середньоквадратичне вiдхилення (en:
standard deviation) випадкової величини X.

Звернемо увагу на те, що при даному способi оцiнювання надбавка на ризик є про-
порцiйною середньоквадратичному вiдхиленню ризику X.

Бiльш детально про принцип середньоквадратичного вiдхилення пiдрахунку варто-
стi страхових контрактiв можна почитати, зокрема, в роботi Denneberg D. [41].

В подальшому нам потрiбнi будуть наступнi два означення.
Iстотний iнфiмум (en: essential infimum) випадкової величини X з функцiєю роз-

подiлу FX(x) означається наступним чином

ess inf[X] := inf{δ : FX(δ) > 0}.

Iстотний супремум (en: essential supremum) випадкової величини X з функцiєю
розподiлу FX(x) означається наступним чином

ess sup[X] := sup{δ : FX(δ) < 1}.

Ще одним досить простим способом оцiнювання вартостi страхових контрактiв є
принцип максимальних збиткiв.
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Премiя максимальних збиткiв (en: maximum loss premium) для ризику X озна-
чається наступним чином

πмакс.зб.[X] := sup{δ : FX(δ) < 1}.

Премiя максимальних збиткiв — це не що iнше як iстотний супремум розмiру стра-
хової компенсацiї. Iншими словами, премiя максимальних збиткiв демонструє верхню
допустиму межу розмiру страхової компенсацiї, тобто: P{X > πмакс.зб.[X]} = 0, а також,
для будь-якого ε > 0, маємо P{X > πмакс.зб.[X]− ε} > 0.

Премiя максимальних збиткiв виникає як границя: експоненцiйної премiї при α →
+∞; квантiльної премiї при ε→ 0+; премiї Есшера при α→ +∞; премiї вiдрегульованої
ризиком при ρ→ +∞.

Додатковi вiдомостi про принцип максимальних збиткiв можна знайти в роботi de
Vylder F.E., Goovaerts M., Haezendonck J. [112].

2.3 Параметричнi способи оцiнювання
Одним iз найпростiших способiв параметричного оцiнювання є експоненцiйна пре-

мiя, яка виникає при розглядi принципiв означених з використанням допомiжних фун-
кцiї та видiляється в окремий випадок завдяки наявностi бажаних властивостей якими
принципи, що базуються на допомiжних функцiях, взагалi кажучи, не володiють, на-
приклад, властивостi адитивностi.

Експоненцiйна премiя (en: exponential premium) для ризику X означається як

πексп.(α)[X] :=
1

α
log(E[eαX ]), для α > 0.

Експоненцiйний принцип (з параметром β, для наведених нижче представлень фун-
кцiй v(x), U(x) та u(x)) є частковим випадком: принципу середнього значення при
v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0; принципу еквiвалентної/нульової корисностi стра-
ховика при U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0; та принципу еквiвалентної/нульової
корисностi клiєнта при u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0.

Наступне твердження iлюструє монотоннiсть експоненцiйної премiї як функцiї па-
раметра α.

Твердження 2.1. Для будь-якого ризику X експоненцiйна премiя є неспадною фун-
кцiєю параметра α, тобто,

πексп.(α1)[X] ≤ πексп.(α2)[X], для α2 > α1 > 0. (2.4)

Доведення. Звернемо увагу на те, що функцiя v(x) = xα2/α1 для будь-яких α2 > α1 > 0
є опуклою вниз функцiєю на iнтервалi x ∈ [0, +∞). Тобто, для будь-якої невiд’ємної
випадкової величини Z виконується нерiвнiсть Єнсена, див. Додаток А, а саме v(E[Z]) ≤
E[v(Z)]. Покладемо Z := eα1X , тодi

(E[eα1X ])α2 = (E[Z])α2 = ((E[Z])α2/α1)α1 = (v(E[Z]))α1

≤ (E[v(Z)])α1 = (E[(eα1X)
α2
α1 ])α1 = [E(eα2X)]α1 ,

або в бiльш компактнiй формi

(E[eα1X ])α2 ≤ (E[eα2X ])α1 . (2.5)
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Звернемо увагу на те, що

(E[eα1X ])α2 > 0 та (E[eα2X ])α1 > 0,

тому, прологарифмувавши нерiвнiсть (2.5), отримуємо

α2 log(E[e
α1X ]) ≤ α1 log(E[e

α2X ]). (2.6)

Подiливши нерiвнiсть (2.6) на α1α2, маємо

πексп.(α1)[X] =
1

α1
log(E[eα1X ]) ≤ 1

α2
log(E[eα2X ])

≤ πексп.(α2)[X], для 0 < α1 < α2,

тобто, нерiвнiсть (2.4) дiйсно має мiсце.

Варто зауважити, що нерiвнiсть (2.5) є частковим випадком нерiвностi Ляпунова,
див. Додаток A, а саме

(E[|Z|α1 ])1/α1 ≤ (E[|Z|α2 ])1/α2 , для 0 < α1 < α2, (2.7)

яка виконується для довiльної випадкової величини Z. Нерiвнiсть (2.5) слiдує з нерiв-
ностi (2.7), якщо покласти Z := eX .

Звернемо увагу на те, що нерiвнiсть (2.4) перетворюється в строгу рiвнiсть, тобто,

πексп.(α1)[X] = πексп.(α2)[X] = E[X], для 0 < α1 < α2,

у випадку виродженої випадкової величини X.
Наступна теорема iлюструє зв’язок експоненцiйної премiї з нетто премiєю.

Теорема 2.1. Якщо для X iснує ε > 0, таке, що E[|XeεX |] < +∞, то

lim
α→0+

πексп.(α)[X] = πнетто[X].

Доведення. Покажемо спочатку, що з умови E[|XeεX |] < +∞ слiдує, що E[eεX ] < +∞.
Дiйсно, використавши нерiвностi

E[1{|X|≥1}|XeεX |] ≤ E[|XeεX |] < +∞,

маємо

E[eεX ] = E[1{|X|<1} e
εX ] + E[1{|X|≥1} e

εX ]

≤ eε + E[1{|X|≥1}|XeεX |] < +∞.

Умова E[eεX ] < +∞ є достатньою для змiни порядку диференцiювання та iнтегру-
вання наступного степенного ряду в околi нуля

d

dα
E[eαX ]

∣∣∣∣
α=0

=
d

dα
E

[
+∞∑
k=0

(αX)k

k!

]∣∣∣∣∣
α=0

= E

[
d

dα

+∞∑
k=0

(αX)k

k!

]∣∣∣∣∣
α=0

=

+∞∑
k=0

αkE[Xk+1]

k!

∣∣∣∣∣
α=0

= E[X]. (2.8)
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Звернемо увагу на те, що для будь-якого ризику X виконуються рiвностi

E[eαX ]
∣∣
α=0

= 1 та log
(
E[eαX ]

∣∣
α=0

)
= 0. (2.9)

Зауважимо, що умова E[|XeεX |] < +∞, для ε > 0, є достатньою для диференцi-
йовностi функцiї E[eαX ] в околi нуля, а функцiя log(E[eαX ]) буде диференцiйовною як
суперпозицiя диференцiйовних функцiй, тому, використавши тотожностi (2.8) та (2.9),
отримуємо

lim
α→0+

πексп.(α)[X] = lim
α→0+

log(E[eαX ])− log(E[eαX ]|α=0)

α

=
d

dα
log(E[eαX ])

∣∣∣∣
α=0

=
d

dα
E[eαX ]

∣∣∣∣
α=0

: E[eαX ]

∣∣∣∣
α=0

= E[X] = πнетто[X].

Це завершує доведення теореми 2.1.

Зауваження 2.1. Iз твердження 2.1 та теореми 2.1 випливає, що експоненцiйна пре-
мiя при α > 0 бiльша за нетто премiю. Тому властивiсть монотонностi експонен-
цiйної премiї є дуже важливою. Вона показує, що експоненцiйний принцип пiдрахунку
вигiдний для страховика, причому зi збiльшенням α ця вигода зростає.

Наступна теорема демонструє зв’язок експоненцiйної премiї iз премiєю максималь-
них збиткiв.

Теорема 2.2. Для будь-якого ризику X виконується рiвнiсть

lim
α→+∞

πексп.(α)[X] = ess sup[X].

Доведення. Покажемо спочатку, що для будь-якого ризику X та довiльного допустимо-
го значення α експоненцiйна премiя не перевищуватиме iстотного супремуму розмiру
страхової компенсацiї, тобто,

πексп.(α)[X] ≤ ess sup[X]. (2.10)

Варто зауважити, що достатньо показати виконання нерiвностi (2.10) у випадку
ess sup[X] < +∞, бо в противному разi нерiвнiсть (2.10) виконуватиметься автомати-
чно. В зазначеному випадку отримуємо

πексп.(α)[X] =
1

α
log(E[eαX ]) ≤ 1

α
log(E[eα ess sup[X]]) = ess sup[X].

З iншого боку, для будь-якого ризику X та довiльної константи c, такої, що c <
ess sup[X], виконуються нерiвностi

P{X ≥ c} > 0 та E[eαX ] ≥ eαcP{X ≥ c}. (2.11)

Використавши нерiвностi (2.11), маємо

lim
α→+∞

1

α
log(E[eαX ]) ≥ lim

α→+∞

1

α
log(eαcP{X ≥ c}) = (2.12)

= lim
α→+∞

1

α
[log(eαc) + log(P{X ≥ c})] = c.

Комбiнуючи нерiвнiсть (2.10) з нерiвнiстю (2.12) та перейшовши до границi, маємо

lim
α→+∞

πексп.(α)[X] ∈
∩

c<ess sup[X]

[c, ess sup[X]] = {ess sup[X]}.

Це завершує доведення теореми 2.2.
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З нерiвностi (2.10) випливає, що експоненцiйна премiя прямуватиме до iстотного
супремуму знизу при α→ +∞.

Зауваження 2.2. Невiд’ємнiсть випадкової величини X не використовувалась при
доведеннi теореми 2.2, тому спiввiдношення

lim
α→+∞

1

α
log
(
E[eαX ]

)
= ess sup[X]

виконується для довiльної випадкової величини X.

Iншим, часто–вживаним, параметричним принципом оцiнювання вартостi страхо-
вих контрактiв є принцип Есшера.

Премiя Есшера (en: Esscher premium) для ризику X означається наступним чином

πЕсшер(α)[X] := E[XeαX ]/E[eαX ], для α ≥ 0.

Очевидно, що при α = 0, премiя Есшера еквiвалентна нетто премiї.
Премiя Есшера — це не що iнше, як математичне сподiвання перетворення Есшера

випадкової величини X, тобто математичне сподiвання величини XeαX/E[eαX ].
Зауважимо, що перетворення Есшера означається для α ∈ R, проте, обмеження α ≥

0 в означеннi премiї Есшера вводиться для отримання деяких корисних властивостей
такого способу страхового оцiнювання.

Перетворення Есшера (en: Esscher transform) було вперше представлене в лiтера-
турi шведським математиком Фредрiком Есшером (sw: Fredrik Esscher) в роботах [48]
та [49]. Мабуть вперше, як метод пiдрахунку страхових премiй, усереднене перетворе-
ння Есшера було описане швейцарським математиком Хансом Бюльманом (ch: Hans
Bühlman) в роботi [34]. Огляд вiдомих результатiв, пов’язаних iз перетворенням Есше-
ра, здiйснений, зокрема, в роботi Yang H. [118].

Наступне твердження демонструє монотоннiсть премiї Есшера як функцiї параме-
тра α.

Твердження 2.2. Нехай для ризику X виконується умова

sup{δ : E[X2eδX ] < +∞} =: α∗[X] > 0,

тодi

E[X] ≤ πЕсшер(α1)[X] ≤ πЕсшер(α2)[X], для 0 ≤ α1 < α2 < α∗[X].

Доведення. Cпочатку покажемо, що з умови E[X2eδX ] < +∞, для деякого δ > 0, слiдує
умова E[|XeδX |] < +∞, для того ж δ. Дiйсно, використавши нерiвностi

E[1{|X|≥1}X
2eδX ] ≤ E[X2eδX ] < +∞,

та беручи до уваги те, що функцiя xeδx спадає на iнтервалi (−∞, −1/δ), зростає на
iнтервалi (−1/δ, +∞), а, отже, функцiя f(x) := |xeδx| на iнтервалi [−1, 1] досягає свого
максимуму або в точцi x = −1, або в точцi x = 1, або в точцi x = −1/δ (якщо −1/δ ∈
[−1, 1]), отримуємо

E[|XeδX |] = E[1{|X|<1} |XeδX |] + E[1{|X|≥1} |XeδX |] ≤
≤ max{f(−1), f(1), f(−1/δ)}+ E[1{|X|≥1}X

2eδX ] < +∞.

Аналогiчно можна показати, що з умови E[X2eδX ] < +∞ слiдує умова E[eδX ] < +∞.
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Умова E[X2eδX ] < +∞ є достатньою для диференцiйовностi функцiї E[XeαX ] на
iнтервалi α ∈ [0, δ), а умова E[|XeδX |] < +∞ є достатньою для диференцiйовностi
функцiї E[eαX ] на iнтервалi α ∈ [0, δ), тому в сукупностi умова E[X2eδX ] < +∞ є
достатньою для диференцiйовностi премiї Есшера на iнтервалi α ∈ [0, δ).

Розглянемо похiдну(
E
[
XeαX

]
E [eαX ]

)′

=

(
E
[
XeαX

])′
E
[
eαX

]
(E [eαX ])2

−
E
[
XeαX

] (
E
[
eαX

])′
(E [eαX ])2

=
E
[
X2eαX

]
E
[
eαX

]
− E

[
XeαX

]
E
[
XeαX

]
(E [eαX ])2

≥ 0.

Остання нерiвнiсть випливає з нерiвностi Гельдера, див. Додаток A, якщо обрати p =
q = 2, Z1 =

√
X2eαX , та Z2 =

√
eαX .

Це завершує доведення теореми 2.2.

Зауважимо, що у випадку виродженої випадкової величини X, має мiсце рiвнiсть

E[X] = πЕсшер(α1)[X] = πЕсшер(α2)[X], для 0 ≤ α1 < α2.

Зауваження 2.3. Iз твердження 2.2 випливає, що для премiї Есшера має мiсце аналог
зауваження 2.1 сформульованого для експоненцiйної премiї.

Для премiї Есшера має мiсце наступне граничне спiввiдношення.

Теорема 2.3. Для будь-якого ризику X справедлива рiвнiсть

lim
α→+∞

πЕсшер(α)[X] = ess sup[X].

Доведення. Покажемо спочатку, що для будь-якого α ≥ 0 премiя Есшера не переви-
щуватиме iстотного супремуму розмiру страхової компенсацiї. Достатньо довести це у
випадку ess sup[X] < +∞, бо в противному разi твердження виконується автоматично.
Маємо

πЕсшер(α)[X] =
E[XeαX ]

E[eαX ]
≤ ess sup[X]E[eαX ]

E[eαX ]
= ess sup[X]. (2.13)

Виберемо сталу c таким чином, що c < ess sup[X]. Надалi нам потрiбнi будуть на-
ступнi спiввiдношення

E[XeαX ] = E[1{X≥c}Xe
αX ] + E[1{X<c}Xe

αX ]

≥ cE[1{X≥c} e
αX ] + E[1{X<c}Xe

αX ]

≥ c (E[eαX ]− E[1{X<c} e
αX ]) + E[1{X<c}Xe

αX ]

≥ cE[eαX ]− c eαc + E[1{X<c}Xe
αX ]. (2.14)

Покажемо, що для будь-якого ризику X має мiсце спiввiдношення

c eαc

E[eαX ]
→ 0, при α→ +∞. (2.15)

Нехай ε > 0 таке, що c+ ε < ess sup[X], тодi, скориставшись нерiвнiстю

E[eαX ] ≥ eα(c+ε)P{X ≥ c+ ε} > 0, (2.16)
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отримуємо∣∣∣∣ c eαcE[eαX ]

∣∣∣∣ ≤ |c| eαc

eα(c+ε)P{X ≥ c+ ε}
=

|c| e−αε

P{X ≥ c+ ε}
→ 0, при α→ +∞,

тобто, граничне спiввiдношення (2.15) дiйсно має мiсце.
Покажемо також, що для будь-якого ризику X,

lim
α→+∞

E[1{X<c}Xe
αX ]

E[eαX ]
≥ 0. (2.17)

Для цього звернемо увагу на те, що функцiя xeαx спадає на iнтервалi x ∈ (−∞,−1/α),
зростає на iнтервалi x ∈ (−1/α,+∞), досягає свого мiнiмуму −1/(αe) в точцi x = −1/α
та приймає вiд’ємнi значення при x < 0.

Розглянемо окремо випадки c ≥ 0 та c < 0.
У випадку c ≥ 0 оцiнимо функцiю E[1{X<c}Xe

αX ] знизу мiнiмальним значенням
функцiї xeαx на R, тобто −1/(αe), тодi

E[1{X<c}Xe
αX ]

E[eαX ]
≥ −1/(αe)

eαcP{X ≥ c}
→ 0, при α→ +∞.

У випадку c < 0, для достатньо великих α, а саме, для α ≥ −1/c, функцiя xeαx

спадатиме на iнтервалi (−∞, c) i прийматиме мiнiмальне значення на цьому iнтервалi
в точцi c. Тому функцiя E[1{X<c}Xe

αX ] може бути оцiнена знизу значенням c eαc. Ско-
риставшись нерiвнiстю (2.16), отримуємо

E[1{X<c}Xe
αX ]

E[eαX ]
≥ c eαc

eα(c+ε)P{X ≥ c+ ε}
=

ce−αε

P{X ≥ c+ ε}
→ 0, при α→ +∞.

Тобто, граничне спiввiдношення (2.17) дiйсно має мiсце.
Скомбiнувавши нерiвностi (2.14) зi спiввiдношеннями (2.15) та (2.17), маємо

lim
α→+∞

πЕсшер(α)[X] = lim
α→+∞

E[XeαX ]

E[eαX ]
≥ lim

α→+∞

[
c− c eαc

E[eαX ]
+

E[1{X<c}Xe
αX ]

E[eαX ]

]
≥ c.

Перейшовши до границi в нерiвностi (2.13) та об’єднавши її зi щойно отриманою
нерiвнiстю, остаточно отримуємо

lim
α→+∞

πЕсшер(α)[X] ∈
∩

c<ess sup[X]

[c, ess sup[X]] = {ess sup[X]}.

Це завершує доведення теореми 2.3.

Зауваження 2.4. Невiд’ємнiсть випадкової величини X не використовувалась y до-
веденнi теореми 2.3, отже, граничне спiввiдношення

lim
α→+∞

E[XeαX ]

E[eαX ]
= ess sup[X] (2.18)

виконується для довiльної випадкової величини X.

Зауваження 2.5. Звернемо увагу на те, що для довiльної випадкової величини X
виконується також наступне граничне спiввiдношення

lim
α→−∞

E[XeαX ]

E[eαX ]
= ess inf[X]. (2.19)
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Наступним популярним параметричним принципом страхового оцiнювання є прин-
цип вiдрегульований ризиком.

Премiя вiдрегульована ризиком (en: risk adjusted premium) для ризику X, зкон-
центрованого на невiд’ємнiй пiвосi, з функцiєю розподiлу FX(x) означається наступним
чином

πвiд.риз.(ρ)[X] :=

+∞∫
0

[P{X > x}]1/ρdx =

+∞∫
0

[1− FX(x)]1/ρdx.

Параметр ρ ≥ 1 часто називають ризиковим iндексом (en: risk index).
В якостi аргументацiї застосування принципу вiдрегульованого ризиком звернемо

увагу на те, що даний принцип спiвпадає з нетто принципом у випадку ρ = 1 та є
строго бiльшим за математичне сподiвання розмiру страхової компенсацiї при ρ > 1 у
випадку невиродженого ризику.

Наступне твердження iлюструє монотоннiсть премiї вiдрегульованої ризиком як
функцiї параметра ρ.

Твердження 2.3. Для будь-якого невiд’ємного ризику X премiя вiдрегульована ризи-
ком є неспадною функцiєю параметра ρ, тобто,

πвiд.риз.(ρ1)[X] ≤ πвiд.риз.(ρ2)[X], для 1 ≤ ρ1 < ρ2. (2.20)

Доведення. Дiйсно, проiнтегрувавши на невiд’ємнiй пiвосi нерiвнiсть

[1− FX(x)]1/ρ1 ≤ [1− FX(x)]1/ρ2 , для 1 ≤ ρ1 < ρ2,

яка, незалежно вiд вибору невiд’ємного ризику X, виконується для всiх x ∈ R, отриму-
ємо нерiвнiсть (2.20).

Звернемо увагу на те, що нерiвнiсть (2.20) перетворюється в строгу рiвнiсть, тобто,

πвiд.риз.(ρ1)[X] = πвiд.риз.(ρ2)[X] = E[X], для 1 ≤ ρ1 < ρ2,

у випадку виродженої невiд’ємної випадкової величини X.
Наступна теорема демонструє збiжнiсть премiї вiдрегульованої ризиком до iстотного

супремуму розмiру страхової компенсацiї.

Теорема 2.4. Для будь-якого невiд’ємного ризику X виконується граничне спiввiдно-
шення

lim
ρ→+∞

πвiд.риз.(ρ)[X] = ess sup[X]. (2.21)

Доведення. Покажемо спочатку, що для будь-якого невiд’ємного ризику X та довiль-
ного ρ ≥ 1, має мiсце нерiвнiсть

πвiд.риз.(ρ)[X] ≤ ess sup[X]. (2.22)

Дiйсно, використавши нерiвнiсть [1− FX(x)]1/ρ ≤ 1, маємо

πвiд.риз.(ρ)[X] =

+∞∫
0

[1− FX(x)]1/ρdx ≤
ess sup[X]∫

0

dx = ess sup[X].
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У випадку виродженого невiд’ємного ризику X, тобто коли 0 ≤ ess inf[X] = ess sup[X],
твердження теореми 2.4 виконується. Дiйсно, в цьому випадку маємо

lim
ρ→+∞

πвiд.риз.(ρ)[X] = lim
ρ→+∞

ess sup[X]∫
0

[1− 0]1/ρdx = ess sup[X].

Нехай тепер 0 ≤ ess inf[X] < ess sup[X]. Тодi, для довiльної константи c, такої, що
ess inf[X] < c < ess sup[X], виконуються нерiвностi

0 < [1− FX(c)]1/ρ < 1, для ρ ≥ 1. (2.23)

Скориставшись тим, що FX(x) є неспадною функцiєю, та використавши нерiвностi
(2.23), отримуємо

πвiд.риз.(ρ)[X] =

+∞∫
0

[1− FX(x)]1/ρdx >

c∫
0

[1− FX(x)]1/ρdx

> [1− FX(c)]1/ρ · c→ c, при ρ→ +∞. (2.24)

Перейшовши до границi в нерiвностi (2.22) та скомбiнувавши її з нерiвнiстю (2.24),
маємо

lim
ρ→+∞

πвiд.риз.(ρ)[X] ∈
∩

ess inf[X]<c<ess sup[X]

[c, ess sup[X]] = {ess sup[X]},

що й завершує доведення теореми 2.4.

Зауваження 2.6. З нерiвностi (2.22) слiдує, що премiя вiдрегульована ризиком пря-
муватиме до iстотного супремуму знизу.

Деяку альтернативну iнформацiю стосовно принципу вiдрегульованого ризиком мо-
жна знайти в роботi Dickson D.C.M. [44].

Квантiльний пiдхiд до аналiзу розподiлiв ризикiв, теж iнколи використовується при
оцiнюваннi вартостi страхових контрактiв.

Квантiльна премiя (en: percentile premium) для ризику X та довiльного ε ∈ (0, 1]
означається так, що ймовiрнiсть перевищення величиною страхової компенсацiї розмiру
страхової премiї не перевищує ε, тобто,

πквант.(ε)[X] := inf{δ : FX(δ) > 1− ε}.

Як бачимо, квантiльна премiя — це (1 − ε)-квантiль розподiлу FX(x). Тобто, при за-
ключеннi страхових контрактiв iз квантiльною премiєю при малих значеннях параметра
ε > 0, страхова компанiя з великою ймовiрнiстю не розориться.

З деякими особливостями квантiльного принципу можна ознайомитись, наприклад,
в роботi de Vylder F.E. [110].

2.4 Принципи означенi з використанням
допомiжних функцiй

В цьому параграфi проведемо оглядовий аналiз декiлькох способiв оцiнювання вар-
тостi страхових контрактiв означених iз використанням допомiжних монотонних непе-
рервних функцiй.
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Природним узагальненням принципу вiдрегульованого ризиком є принцип Ванга.
Принцип Ванга названий на честь китайського математика, котрий вперше запропону-
вав таке узагальнення принципу вiдрегульованого ризиком в роботi Wang S. [114].

Премiя Ванга (en: Wang’s premium) для невiд’ємного ризику X є узагальненням
премiї вiдрегульованої ризиком та означається так

πВанг[X] :=

+∞∫
0

g(1− FX(x))dx

для деякої зростаючої та опуклої вгору функцiї g(·), що вiдображає iнтервал [0, 1] на
себе (тобто на iнтервал [0, 1]).

Легко бачити, що у випадку g(x) = x1/ρ, для ρ ≥ 1, премiя Ванга еквiвалентна премiї
вiдрегульованiй ризиком. В якостi прикладу функцiї g(·), вiдмiнної вiд g(x) = x1/ρ,
можна обрати g(x) = sin(πx/2).

Частовживаним принципом, що базується на певному класi допомiжних гладких
функцiй є принцип середнього значення.

Премiя середнього значення (en: mean value premium) для ризику X задана за
допомогою функцiї v(x) ∈ C2(R), такої, що v′(x) > 0 та v′′(x) ≥ 0 для x ∈ R, означається
як розв’язок рiвняння

v(πс.з.[X]) = E[v(X)]. (2.25)

Аргументацiя для принципу середнього значення трохи прихована в нерiвностi Єн-
сена v(E[X]) ≤ E[v(X)], тобто, отримана в такий спосiб премiя буде не меншою за
математичне сподiвання розмiру страхової компенсацiї.

Бiльш детально про принцип середнього значення пiдрахунку вартостi страхових
контрактiв можна почитати, наприклад, в роботi Kaas R., Goovaerts M., Dhaene J.,
Denuit M. [69].

Принципи корисностi. Страхова iндустрiя iснує тому, що клiєнти страхових ком-
панiй погоджуються платити цiну за позбавлення вiд ризику X, яка перевищує нетто
премiю. Це можна пояснити в термiнах теорiї корисностi. Потенцiйний клiєнт страхо-
вої компанiї, часто навiть не усвiдомлюючи цього, при прийняттi економiчних рiшень
завжди розглядає значення u(ω) для свого поточного капiталу, а не саме значення ω;
в наших позначеннях u(·) — це функцiя корисностi капiталу клiєнта, тобто, зростаюча
та опукла вгору функцiя. Роблячи вибiр мiж двома випадковими втратами X1 та X2,
клiєнт порiвнює очiкуванi залишковi корисностi E[u(ω −X1)] та E[u(ω −X2)] та обирає
втрату, що призводить до бiльшого очiкуваного залишкового капiталу.

Користуючись подiбною аргументацiєю, клiєнт погоджується заплатити цiну Pклiєнт
за позбавлення вiд ризику X, якщо

u(ω − Pклiєнт) = E[u(ω − Pклiєнт)] ≥ E[u(ω −X)].

Максимальна цiна, яку ми позначатимемо P+, яку клiєнт погоджується заплатити за
покриття ризику X, знаходиться з рiвняння

u(ω − P+) = E[u(ω −X)]. (2.26)

Такий метод оцiнювання вартостi страхових контрактiв називається принципом еквiва-
лентної корисностi клiєнта; отриману в такий спосiб премiю позначатимемо
πе.к.к.[X] := P+.

Iнколи функцiю корисностi обирають так, що значення u(0) вiдображає кориснiсть
капiталу клiєнта в момент укладання страхової угоди. В таких випадках рiвняння (2.26)
замiнюють рiвнянням

u(−πн.к.к.[X]) = E[u(−X)], (2.27)
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а вiдповiдний метод оцiнювання називають принципом нульової корисностi клiєнта.
З iншого боку, страхова компанiя з власною функцiєю корисностi капiталу U(·),

тобто, зростаючою опуклою вгору функцiєю та власним капiталом на момент укладання
страхової угоди W , погодиться прийняти ризик X за цiною Pстраховик, якщо

U(W ) = E[U(W )] ≤ E[U(W + Pстраховик −X)].

Мiнiмальна цiна, яку ми позначатимемо P−, за якою страхова компанiя погодиться
прийняти ризик X, знаходиться з рiвняння

U(W ) = E[U(W + P− −X)]. (2.28)

Такий метод оцiнювання вартостi страхових контрактiв називається принципом еквi-
валентної корисностi страховика; отриману в такий спосiб премiю позначатимемо
πе.к.с.[X] := P−.

Iнколи функцiю корисностi обирають так, що значення U(0) вiдображає кориснiсть
капiталу страховика на момент укладання страхової угоди. В таких випадках рiвняння
(2.28) замiнюють рiвнянням

U(0) = E[U(πн.к.с.[X]−X)], (2.29)

вiдповiдний метод оцiнювання називають принципом нульової корисностi страховика.
Тривалий аналiз роботи багатьох страхових компанiй (див., наприклад, Dick-

son D.C.M. [44]) показує, що наступнi функцiї найчастiше використовуються в якостi
функцiй корисностi (список представлено в термiнах корисностi страховика, проте тi ж
самi функцiї можна використовувати в якостi функцiй корисностi клiєнта, замiнивши
U(·) на u(·)):

лiнiйна U(x) = ax+ b для a > 0;

квадратична U(x) = −(α− x)2 для x < α;

логарифмiчна U(x) = log(α+ x) для x > −α;
експоненцiйна U(x) = −αe−βx + γ для min[α, β] > 0;

степенева U(x) = xα для x > 0, та 0 < α ≤ 1.

У випадках, коли вибрана для оплати премiя π[X] належить iнтервалу P− < π[X] <
P+, як страховик, так i клiєнт покращать свої очiкуванi корисностi шляхом пiдписання
страхової угоди.



Роздiл 3

Властивостi принципiв пiдрахунку
премiй та характеризацiйнi теореми

В даному роздiлi проведено аналiз бажаних властивостей, як з точки зору клiєнта
так i страховика, якими можуть володiти або не володiти принципи пiдрахунку вартостi
страхових контрактiв, означенi в другому роздiлi навчального посiбника. Серед таких
бажаних властивостей в третьому роздiлi посiбника розглядаються: властивiсть вiдсу-
тностi необґрунтованої надбавки на ризик, властивiсть невiд’ємностi страхової надбав-
ки, властивiсть адитивностi, властивiсть мультиплiкативної iнварiантностi, властивiсть
конзистентностi, властивiсть вiдсутностi грабування та властивiсть iтеративностi.

В другiй частинi роздiлу представлено характеризацiйнi теореми для декiлькох
принципiв пiдрахунку вартостi страхових контрактiв, означених iз використанням глад-
ких допомiжних функцiй. Данi теореми стосуються властивостей адитивностi, конзи-
стентностi, iтеративностi i мультиплiкативної iнварiантностi та покривають принцип се-
реднього значення, принцип еквiвалентної/нульової корисностi страховика та принцип
еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта. Результати перевiрки бажаних властивостей
представлено у виглядi сумарної таблицi властивостей.

На завершення, в роздiлi демонструється методика оптимiзацiї вартостi страхових
контрактiв шляхом залучення декiлькох страхових компанiй на прикладi експоненцiй-
ного принципу страхового оцiнювання.

3.1 Перевiрка виконання бажаних властивостей
Перевiрку ряду бажаних властивостей, якими може володiти або не володiти окремо
обраний спосiб пiдрахунку вартостi страхових контрактiв почнемо з перевiрки вiдсутно-
стi необгрунтованої надбавки на ризик для кожного з методiв страхового оцiнювання
означеного в другому роздiлi монографiї.

Вiдсутнiсть необґрунтованої надбавки на ризик. Говоритимемо, що принцип
пiдрахунку вартостi страхових контрактiв володiє властивiстю вiдсутностi необґрун-
тованої надбавки на ризик (en: no unjustified risk loading property), якщо для будь-якого
допустимого виродженого ризику XC

виродж., тобто, P{XC
виродж. = C} = 1, для деякої кон-

станти C ∈ R або R+, має мiсце рiвнiсть π[XC
виродж.] = C.

Таким чином, якщо страхова компанiя пiдраховує вартiсть страхових контрактiв
за принципом, що володiє даною властивiстю, то вона поступає чесно, по вiдношенню
до клiєнта. Нiяких додаткових стягнень, не пов’язаних безпосередньо з ризиками, з
клiєнта страхова компанiя не проводить.

23
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Отже, з точки зору клiєнта, властивiсть вiдсутностi необґрунтованої надбавки на
ризик є надзвичайно важливою i вигiдною для нього.

Проаналiзуємо її виконання, чи не виконання для розглянутих вище принципiв пiд-
рахунку страхових контрактiв.

Дана властивiсть, очевидно, виконується для нетто принципу.
Так як для виродженого строго позитивного ризику XC

виродж. має мiсце нерiвнiсть
πм.с.[X

C
виродж.] = (1 + α)C > C, для всiх α > 0, то властивiсть не виконується для

принципу математичного сподiвання.
Завдяки рiвностi Var[XC

виродж.] = σ[XC
виродж.] = 0, властивiсть вiдсутностi необґрун-

тованої надбавки на ризик виконується для принципу дисперсiї та принципу середньо-
квадратичного вiдхилення.

Властивiсть виконується також для принципу максимальних збиткiв, адже

πмакс.зб.[X
C
виродж.] = sup{δ : FXC

виродж.
(δ) < 1} = C.

Властивiсть вiдсутностi необґрунтованої надбавки на ризик очевидним чином вико-
нується для експоненцiйного принципу та принципу Есшера.

Принцип вiдрегульований ризиком теж володiє властивiстю, що дослiджується, адже
для будь-якого невiд’ємного ризику XC

виродж.

πвiд.риз.(ρ)[X
C
виродж.] =

C∫
0

[1− 0]1/ρdx =

C∫
0

dx = C.

Вiдсутнiсть необґрунтованої надбавки на ризик виконується також для квантiль-
ного принципу, адже в даному випадку, для будь-якого ε ∈ (0, 1], виконується

πквант.(ε)[X
C
виродж.] = inf{δ : FXC

виродж.
(δ) > 1− ε} = C.

Дана властивiсть виконується також для принципу Ванга. Дiйсно, для будь-якої
зростаючої та опуклої вгору функцiї g : [0, 1] → [0, 1] та будь-якого невiд’ємного виро-
дженого ризику XC

виродж., маємо

πВанг[X
C
виродж.] =

C∫
0

g(1− 0)dx =

C∫
0

dx = C.

Властивiсть, що дослiджується, виконується для принципу середнього значення,
адже

πс.з.[X
C
виродж.] = v−1(E[v(XC

виродж.)]) = v−1(v(C)) = C.

Рiвняння (2.28) для будь-якого початкового капiталу W та будь-якої допустимої
функцiї корисностi страховика U(·), у випадку виродженого ризику XC

виродж. набуває
вигляду

U(W ) = U(W + πе.к.с.[X
C
виродж.]− C). (3.1)

Оскiльки U ′(·) > 0, то з рiвняння (3.1) слiдує, що

πе.к.с.[X
C
виродж.] = C.

Тобто, властивiсть виконується для принципу еквiвалентної/нульової корисностi стра-
ховика.
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Рiвняння (2.26) для будь-якого початкового капiталу ω та будь-якої допустимої фун-
кцiї корисностi клiєнта u(·), у випадку виродженого ризику XC

виродж. набуває вигляду

u(ω − πе.к.к.[X
C
виродж.]) = u(ω − C). (3.2)

Оскiльки u′(·) > 0, то з рiвняння (3.2) слiдує, що

πе.к.к.[X
C
виродж.] = C.

Тобто, властивiсть також виконується для принципу еквiвалентної/ нульової корисно-
стi клiєнта.

Наступною важливою властивiстю принципiв пiдрахунку премiй є властивiсть не-
вiд’ємностi страхової надбавки.

Невiд’ємнiсть страхової надбавки. Говоритимемо, що принцип пiдрахунку вар-
тостi страхових контрактiв володiє властивiстю невiд’ємностi страхової надбавки (en:
non-negative loading property), якщо для будь-якого допустимого ризику X розмiр от-
риманої премiї є не меншим за математичне сподiвання розмiру страхової компенсацiї,
тобто, π[X] ≥ E[X].

Очевидно, що дана властивiсть є вигiдною для страхової компанiї, оскiльки у цьому
випадку, при наявностi великої кiлькостi клiєнтiв, з ймовiрнiстю близькою до одиницi,
не вся премiя йде на виплату страхової компенсацiї. Певна її частина залишається у
компанiї.

Властивiсть невiд’ємностi страхової надбавки, очевидно, виконується для нетто
принципу, принципу математичного сподiвання, принципу дисперсiї, принципу сере-
дньоквадратичного вiдхилення та принципу максимальних збиткiв.

Властивiсть виконується також для експоненцiйного принципу. Дiйсно, використо-
вуючи нерiвнiсть Єнсена для опуклої вниз функцiї, маємо

πексп.(α)[X] =
1

α
log(E[eαX ]) ≥ 1

α
log(eαE[X]) = E[X].

Дослiдимо дану властивiсть для принципу Есшера. Згiдно твердження 2.2, маємо,
що якщо для деякого ризику X виконується нерiвнiсть α∗[X] > 0, то премiя Есшера для
ризику X є неспадною функцiєю параметра α для α ∈ [0, α∗[X]). Крiм того, для будь-
якого ризику X, у випадку α = 0, премiя Есшера еквiвалентна нетто премiї. Отже, у
випадку α∗[X] > 0, премiя Есшера володiє властивiстю невiд’ємностi страхової надбавки
для α ∈ [0, α∗[X]). Звернемо увагу на те, що у випадку невiд’ємного обмеженого зверху
ризику X, тобто такого, що ess inf[X] ≥ 0 та ess sup[X] < +∞, (розгляду саме таких X
достатньо для бiльшостi практичних застосувань) α∗[X] приймає значення +∞. Тобто,
у випадку невiд’ємного та обмежкного зверху ризику X премiя Есшера для ризику X
володiє властивiстю невiд’ємностi страхової надбавки для всiх α ≥ 0.

У випадку невiд’ємного ризику X, для ρ ≥ 1 маємо

E[X] =

∞∫
0

[1− FX(x)]dx ≤
∞∫
0

[1− FX(x)]1/ρdx = πвiд.риз.(ρ)[X],

тобто, принцип вiдрегульований ризиком пiдрахунку вартостi страхових контрактiв та-
кож володiє властивiстю невiд’ємностi страхової надбавки.

Покажемо тепер, що квантiльний принцип не володiє властивiстю невiд’ємностi
страхової надбавки. Для цього розглянемо ризик X, що приймає значення a1 та a2
(вважатимемо, що a1 < a2) з ненульовими ймовiрностями p1 та p2 вiдповiдно. Виберемо
ε так, що ε > p2, тодi

E[X] = p1a1 + p2a2 > p1a1 + p2a1 = a1 = πквант.(ε)[X],
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тобто, властивiсть не виконується для квантiльного принципу.
Так як для зростаючої опуклої вгору функцiї g : [0, 1] → [0, 1] виконується нерiв-

нiсть g(y) ≥ y для всiх y ∈ [0, 1], то для будь-якого невiд’ємного ризику X, маємо

πВанг[X] =

∞∫
0

g(1− FX(x))dx ≥
∞∫
0

[1− FX(x)]dx = E[X],

тобто, властивiсть виконується для принципу Ванга.
Комбiнуючи рiвняння (2.25) для опуклої вниз зростаючої функцiї v(·) з нерiвнiстю

Єнсена v(E[X]) ≤ E[v(X)], робимо висновок, що властивiсть невiд’ємностi страхової
надбавки виконується для принципу середнього значення.

Застосувавши нерiвнiсть Єнсена для опуклої вгору функцiї, з рiвняння (2.28) отри-
муємо

U(W ) ≤ U(W + πе.к.с.[X]− E[X]). (3.3)

Так як U ′(·) > 0, то з нерiвностi (3.3) слiдує πе.к.с.[X] ≥ E[X]. Тобто, властивiсть вико-
нується для принципу еквiвалентної/нульової корисностi страховика.

Застосувавши нерiвнiсть Єнсена для опуклої вгору функцiї, з рiвняння (2.26) отри-
муємо

u(ω − πе.к.к.[X]) ≤ u(ω − E[X]). (3.4)

Так як функцiя u′(·) > 0, то з нерiвностi (3.4) слiдує, що πе.к.к.[X] ≥ E[X]. Тобто, власти-
вiсть також виконується для принципу еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта.

Наступною природною властивiстю принципiв пiдрахунку премiй є властивiсть ади-
тивностi.

Адитивнiсть. Говоритимемо, що принцип пiдрахунку вартостi страхових контра-
ктiв володiє властивiстю адитивностi (en: additivity property), якщо для будь-яких
двох допустимих незалежних ризикiв X1 та X2 виконується рiвнiсть π[X1 + X2] =
π[X1] + π[X2].

Властивiсть адитивностi очевидно виконується для нетто принципу, принципу ма-
тематичного сподiвання, дисперсного принципу i не виконується для принципу сере-
дньоквадратичного вiдхилення.

Властивiсть виконується також для принципу максимальних збиткiв. Дiйсно, якщо
для двох незалежних ризикiв X1 та X2 виконуються рiвностi ess sup[Xi] = +∞, для
i = 1, 2, то ess sup[X1 +X2] = +∞, тобто, властивiсть виконується. Якщо ж хоча б для
одного з них, скажiмо для X2, має мiсце нерiвнiсть ess sup[X2] < +∞, то

πмакс.зб.[X1 +X2] = sup{x : FX1(x− ess sup[X2]) < 1}
= sup{σ + ess sup[X2] : FX1(σ) < 1}
= sup{σ : FX1(σ) < 1}+ ess sup[X2]

= πмакс.зб.[X1] + πмакс.зб.[X2].

Очевидно також, що властивiсть адитивностi виконується для експоненцiйного прин-
ципу та принципу Есшера.

Покажемо, що дана властивiсть, взагалi кажучи, не виконується для принципу
вiдрегульованого ризиком Розглянемо ризик X1, що приймає значення 0 та a1 з ймо-
вiрностями 1/2 та 1/2 та незалежний по вiдношенню до нього ризик X2, що приймає
значення 0 та a2 з ймовiрностями 1/2 та 1/2. Вважатимемо також, що a1 < a2. Тодi
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ризик X1 + X2 прийматиме значення 0, a1, a2, a1 + a2 з ймовiрностями 1/4, 1/4, 1/4,
1/4. Нехай ρ = 2, тодi πвiд.риз.(2)[Xi] = ai/

√
2 для i = 1, 2. З iншого боку, для ризику

X1 +X2 маємо

πвiд.риз.(2)[X1 +X2] =
a1(

√
3−

√
2 + 1)

2
+
a2√
2

̸= πвiд.риз.(2)[X1] + πвiд.риз.(2)[X2].

Дану властивiсть не має також квантiльний принцип. Дiйсно, розглянемо ризик
X1, що прийматиме значення 0 та a1 > 0 з ймовiрностями 1/2 та 1/2 та незалежний
з ним ризик X2, що прийматиме значення 0 та a2 > 0 з ймовiрностями 1/2 та 1/2.
Вважатимемо також, що a1 < a2. Тодi ризик X1 + X2 прийматиме значення 0, a1, a2,
a1 + a2 з ймовiрностями 1/4, 1/4, 1/4, 1/4. Оберемо ε таким, що 1/4 < ε ≤ 1/2, тодi

πквант.(ε)[Xi] = inf{δ : FXi(δ) > 1− ε} = ai, для i = 1, 2,

з iншого боку, для ризику X1 +X2 маємо

πквант.(ε)[X1 +X2] = inf{δ : FX1+X2(δ) > 1− ε} = a2

̸= πквант.(ε)[X1] + πквант.(ε)[X2].

З невиконання властивостi адитивностi для принципу вiдрегульованого ризиком слi-
дує, що властивiсть адитивностi, взагалi кажучи, не виконується також i для принципу
Ванга.

Для того щоб показати, що принцип середнього значення, взагалi кажучи, не володiє
властивiстю адитивностi, достатньо розглянути випадок у якому є два незалежних,
однаково розподiлених ризикиX1 таX2, що приймають значення 0 та 1 з ймовiрностями
1/2 та 1/2 та функцiю v(x) = (x+ 1)2, означену для x > −1.

Для демонстрацiї того, що властивiсть адитивностi, взагалi кажучи, не виконується
для принципу еквiвалентної/нульової корисностi страховика/клiєнта достатньо роз-
глянути два незалежнi однаково розподiленi ризики X1 та X2, що приймають значення
0 та 1 з ймовiрностями 1/2 та 1/2, а також функцiї корисностi U(x) = u(x) = −(5−x)2.

Мультиплiкативна iнварiантнiсть. Говоритимемо, що метод пiдрахунку варто-
стi страхових контрактiв володiє властивiстю мультиплiкативної iнварiантностi (en:
scale invariance property), якщо для будь-якого допустимого ризику X та будь-якої по-
зитивної дiйсної константи Θ виконується рiвнiсть π[ΘX] = Θπ[X].

Легко бачити, що властивiсть мультиплiкативної iнварiантностi виконується для
нетто принципу, принципу математичного сподiвання та принципу середньоквадра-
тичного вiдхилення i не виконується для дисперсного принципу.

Властивiсть має мiсце для принципу максимальних збиткiв, бо

πмакс.зб.[ΘX] = sup{δ : FΘX(δ) < 1}
= sup{Θσ : FX(σ) < 1}
= Θ · sup{σ : FX(σ) = 1} = Θπмакс.зб.[X].

Для того щоб показати, що властивiсть не виконується для експоненцiйного прин-
ципу, розглянемо ризик X, що має розподiл Пуассона з параметром λ. Для такого
ризику маємо

E[eαX ] =

∞∑
k=0

eαke−λλ
k

k!
=

∞∑
k=0

e−λ (λe
α)k

k!
= exp(λeα − λ).
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Проробивши схожi манiпуляцiї, для довiльного Θ > 0 отримуємо

E[eαΘX ] = exp(λeαΘ − λ).

Звiдси випливає вищесформульоване твердження.
Мультиплiкативна iнварiантнiсть очевидним чином не виконується для принципу

Есшера.
Однак, ця властивiсть виконується для принципу вiдрегульованого ризиком. Дiй-

сно, в даному випадку, для будь-якого невiд’ємного ризику X, та будь-якої позитивної
константи Θ, отримуємо

πвiд.риз.(ρ)[ΘX] =

+∞∫
0

[1− FΘX(x)]1/ρdx =

+∞∫
0

[1− FX(x/Θ)]1/ρdx

= Θ

+∞∫
0

[1− FX(x/Θ)]1/ρd
( x
Θ

)
= Θπвiд.риз.(ρ)[X].

Аналогiчними мiркуваннями можна показати, що мультиплiкативна iнварiантнiсть
має мiсце також i для принципу Ванга. Покажемо, що властивiсть виконується для
квантiльного принципу. Дiйсно, будь-якого ризику X та будь-якого ε ∈ (0, 1], отриму-
ємо

πквант.(ε)[ΘX] = inf {δ : FΘX(δ) > 1− ε}
= inf {Θσ : FX(σ) > 1− ε}
= Θ · inf {σ : FX(σ) > 1− ε} = Θ · πквант.(ε)[X].

Властивiсть мультиплiкативної iнварiантностi взагалi кажучи не виконується для
принципу еквiвалентної/нульової корисностi страховика/клiєнта, а також принципу
середнього значення, бо згадана властивiсть не виконується для експоненцiйного прин-
ципу який є частковим випадком щойно згаданих принципiв.

Конзистентнiсть. Говоритимемо, що метод пiдрахунку вартостi страхових контра-
ктiв володiє властивiстю конзистентностi (en: consistency property), якщо для будь-
якого допустимого ризику X та будь-якої константи c ∈ R або R+ має мiсце рiвнiсть
π[c+X] = c+ π[X].

Ця властивiсть має очевидний страховий змiст: збiльшення ризику на c одиниць
веде до автоматичного збiльшення на c одиниць премiї.

Легко бачити, що властивiсть конзистентностi виконується для нетто принципу,
дисперсного принципу, принципу середньоквадратичного вiдхилення та принципу ма-
ксимальних збиткiв i не виконується для принципу математичного сподiвання.

Покажемо, що властивiсть конзистентностi виконується для експоненцiйного прин-
ципу. Дiйсно, в даному випадку маємо

πексп.(α)[c+X] =
1

α
log(eαc) +

1

α
log(E[eαX ])

= c+
1

α
log(E[eαX ]) = c+ πексп.(α)[X].

Аналогiчно можна показати виконання даної властивостi для принципу Есшера.
Покажемо, що властивiсть виконується для принципу вiдрегульованого ризиком.

Дiйсно, в даному випадку для будь-якого невiд’ємного ризику X та довiльної сталої
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c ∈ R+, маємо

πвiд.риз.(ρ)[c+X] =

c∫
0

dx+

+∞∫
c

[1− FX(x− c)]1/ρd(x− c)

= c+

+∞∫
0

[1− FX(x)]1/ρdx = c+ πвiд.риз.(ρ)[X].

Дана властивiсть виконується для квантiльного принципу, бо

πквант.(ε)[c+X] = inf {δ : Fc+X(δ) > 1− ε}
= inf {σ + c : FX(σ) > 1− ε}
= c+ inf {σ : FX(σ) > 1− ε} = c+ πквант.(ε)[X].

Конзистентнiсть виконується також i для принципу Ванга, адже

πВанг[c+X] =

c∫
0

dx+

+∞∫
c

g(1− FX(x− c))d(x− c)

= c+

+∞∫
0

g(1− FX(x))dx = c+ πВанг[X].

Принцип середнього значення, взагалi кажучи, не володiє властивiстю конзистентно-
стi. Для демонстрацiї цього факту достатньо розглянути ризикX, що приймає значення
1 та 2 з ймовiрностями 1/2 та 1/2 i функцiю v(x) = x2, означену для x > 0, та взявши
c = 1.

Оскiльки для будь-якого ризику X, будь-якої константи c ∈ R, будь-якої допустимої
U(·) та W ≥ 0 справедливi тотожностi

U(W ) = E[U(W + (πе.к.с.[c+X]− c)−X)] = E[U(W + πе.к.с.[X]−X)]

то з урахуванням U ′(·) > 0, маємо

πе.к.с.[c+X]− c = πе.к.с.[X], або πе.к.с.[c+X] = πе.к.с.[X] + с,

тобто, властивiсть конзистентностi виконується для принципу еквiвалентної/нульової
корисностi страховика.

Для демонстрацiї того, що властивiсть конзистентностi, взагалi кажучи, не викону-
ється для принципу еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта, достатньо розглянути
ризик X, що приймає значення 0 та 1 з ймовiрностями 1/2 та 1/2 i функцiю корисностi
u(x) = −(5− x)2, поклавши при цьому c = 1.

Вiдсутнiсть грабування. Говоритимемо, що метод пiдрахунку вартостi страхових
контрактiв володiє властивiстю вiдсутностi грабування (en: no rip-off property), якщо
для будь-якого допустимого ризику X має мiсце нерiвнiсть π[X] ≤ ess sup[X], тобто,
отримана премiя не перевищує iстотного супремуму розмiру страхової компенсацiї.

Властивiсть, очевидно, виконується для нетто принципу.
Для демонстрацiї того, що властивiсть вiдсутностi грабування не виконується для

принципу математичного сподiвання, достатньо розглянути довiльний невiд’ємний ви-
роджений ризик.
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Для демонстрацiї того, що властивiсть не виконується для дисперсного принципу
та принципу середньоквадратично вiдхилення, розглянемо ризик X, що приймає лише
два значення, а саме 1 та 2 з ймовiрностями 1/2 та 1/2. В даному випадку маємо

πдисп.(α)[X] =
3

2
+
α

4
> ess sup[X] = 2, для α > 2,

πс.к.в.(α)[X] =
3

2
+
α

2
> ess sup[X] = 2, для α > 1.

Властивiсть вiдсутностi грабування виконується для принципу максимальних зби-
ткiв, експоненцiйного принципу, принципу Есшера, принципу вiдрегульованого ризи-
ком, квантiльного принципу, принципу Ванга, принципу середнього значення, адже

πмакс.зб.[X]
def
= sup{δ : FX(δ) < 1} def

= ess sup[X],

πексп.(α)[X] =
1

α
log(E[eαX ]) ≤ 1

α
log(E[eα(ess sup[X])]) = ess sup[X],

πЕсшер(α)[X] =
E
[
XeαX

]
E [eαX ]

≤
ess sup[X]E

[
eαX

]
E [eαX ]

= ess sup[X],

πвiд.риз.(ρ)[X] =

ess sup[X]∫
0

[1− FX(x)]1/ρdx ≤
ess sup[X]∫

0

dx = ess sup[X],

πквант.(ε)[X] = inf{δ : FX(δ) > 1− ε} ≤ sup{δ : FX(δ) < 1} def
= ess sup[X],

πВанг[X] =

ess sup[X]∫
0

g(1− FX(x))dx ≤
ess sup[X]∫

0

dx = ess sup[X],

πс.з.[X] = v−1(E[v(X)]) ≤ v−1(E[v(ess sup[X])]) = ess sup[X].

З рiвняння (2.28), врахувавши строгу монотоннiсть функцiї U(·), отримуємо U(W ) ≥
U(W+πе.к.с.[X]−ess sup[X]). Звiдки слiдує, що πе.к.с.[X] ≤ ess sup[X], тобто, властивiсть
виконується для принципу еквiвалентної/нульової корисностi страховика.

В свою чергу, з рiвняння (2.26), врахувавши монотоннiсть функцiї u(·), отримуємо
u(ω−πе.к.к.[X]) ≥ u(ω−ess sup[X]). З отриманої нерiвностi слiдує πе.к.к.[X] ≤ ess sup[X],
тобто, властивiсть вiдсутностi грабування виконується також для принципу еквiвален-
тної/нульової корисностi клiєнта.

Iтеративнiсть. Говоритимемо, що метод пiдрахунку вартостi страхових контрактiв
володiє властивiстю iтеративностi (en: iterativity property), якщо для будь-яких двох
допустимих ризикiв X та Y виконується рiвнiсть π [π[X|Y ]] = π[X].

Завдяки iтеративностi математичного сподiвання, властивiсть iтеративностi вико-
нується для нетто принципу.

Таблиця 3.1

Iлюстративний приклад
X = 1 X = 2

Y = 3 1/4 1/4
Y = 4 1/4 1/4
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Для того щоб показати, що властивiсть iтеративностi не виконується для принципу
математичного сподiвання, використаємо данi з таблицi 3.1. Порахувавши звичайну
та повторну премiю математичного сподiвання, бачимо, що

πм.с.(α)[πм.с.(α)[X|Y ]] =
3

2
(1 + α)2 ̸= 3

2
(1 + α) = πм.с.(α)[X].

Для iлюстрацiї невиконання властивостi для дисперсного принципу, використаємо
данi з таблицi 3.2. В даному випадку маємо

πдисп.(α)[πдисп.(α)[X|Y ]] =
4

3
+

2α

9
+

2α2

27
+
α3

81
̸= 4

3
+

2α

9
= πдисп.(α)[X].

Таблиця 3.2

Iлюстративний приклад
X = 1 X = 2

Y = 3 1/6 1/3
Y = 4 1/2 0

Використаємо той же самий вибiр величинX та Y з таблицi 3.2, для того щоб показа-
ти, що властивiсть iтеративностi не виконується для принципу середньоквадратичного
вiдхилення.

πс.к.в.(α)[πс.к.в.(α)[X|Y ]] =
4

3
+

(2 +
√
2)α

6
+

α2

3
√
2

̸= 4

3
+

√
2α

3
= πс.к.в.(α)[X].

Однак дана властивiсть виконується для принципу максимальних збиткiв, бо

πмакс.зб.[πмакс.зб.[X|Y ]] = sup{δ : Fπмакс.зб.[X|Y ](δ) < 1}
= sup{δ : FX(δ) < 1} = πмакс.зб.[X].

Покажемо, що властивiсть виконується для експоненцiйного принципу

πексп.(α)[πексп.(α)[X|Y ]] =
1

α
log E[eαπексп.(α)[X|Y ]] =

1

α
log E[exp(α

1

α
log E[eαX |Y ])]

=
1

α
log E[E[eαX |Y ]] =

1

α
log E[eαX ] = πексп.(α)[X].

Для того щоб показати, що властивiсть iтеративностi не виконується для принципу
Есшера, використаємо розподiл з таблицi 3.2. Маємо

E
[
πЕсшер(α)[X|Y ]eαπЕсшер(α)[X|Y ]

]
=

1

2
· 1 + 4eα

1 + 2eα
· eα

1+4eα

1+2eα +
1

2
· 1 · eα,

E
[
eαπЕсшер(α)[X|Y ]

]
=

1

2
· eα

1+4eα

1+2eα +
1

2
· eα,

тобто, повторна премiя Есшера в даному випадку рiвна

πЕсшер(α)[πЕсшер(α)[X|Y ]] =
E
[
πЕсшер(α)[X|Y ]eαπЕсшер(α)[X|Y ]

]
E
[
eαπЕсшер(α)[X|Y ]

]
̸= πЕсшер(α)[X] =

1 + 4eα

1 + 2eα
.
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Таблиця 3.3

Iлюстративний приклад
X = 1 X = 2

Y = 3 1/6 1/9
Y = 4 1/2 2/9

Для iлюстрацiї того, що принцип вiдрегульований ризиком не володiє властивiстю
iтеративностi, використаємо данi з таблицi 3.3, поклавши при цьому ρ = 2.

πвiд.риз.(2)[πвiд.риз.(2)[X|Y ]] = 1 +
√

4/13 +
(√

2/5−
√

4/13
)
·
√

5/18

̸= 1 +
√

1/3 = πвiд.риз.(2)[X].

Для того щоб показати, що властивiсть iтеративностi не виконується для кван-
тiльного принципу, розглянемо наступний контрприклад. Припустимо, що випадкова
величина Y рiвномiрно розподiлена на вiдрiзку [0, 1], а величина X|Y рiвномiрно роз-
подiлена на вiдрiзку [0, Y ]. Випадкова величина X|Y має наступну умовну функцiю
розподiлу

FX|Y=y(x) = P{X ≤ x|Y = y} =


1 для x ≥ y,
x
y для 0 ≤ x < y,

0 для x < 0.

Але

FX(x) =

+∞∫
−∞

FX|Y=y(x)dFY (y) =

1∫
0

FX|Y=y(x)dFY (y) =

1∫
0

FX|Y=y(x)dy.

Оскiльки FX|Y=y(x) = 0, при x < 0, для всiх y ∈ [0, 1], то, маємо

FX(x) =

1∫
0

FX|Y=y(x)dy = 0, при x < 0.

Аналогiчно, оскiльки FX|Y=y(x) = 1, при x ≥ 1, для всiх y ∈ [0, 1], то

FX(x) =

1∫
0

FX|Y=y(x)dy = 1, при x ≥ 1.

Знайдемо тепер значення функцiї розподiлу FX(x) в точках x ∈ [0, 1). Врахувавши, що

FX|Y=y(x) =

{
1 для y ≤ x,
x
y для y > x,

для y ∈ [0, 1],

то, для x ∈ [0, 1), отримуємо

FX(x) =

1∫
0

FX|Y=y(x)dy = x+

1∫
x

x

y
dy = x+ x log(y)|1y=x

= x+ x log(1)− x log(x) = x− x log(x).
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Тодi, для будь-якого ε ∈ (0, 1],

πквант.(ε)[X|Y ] = inf{δ : FX|Y (δ) > 1− ε} = inf

{
δ :

δ

Y
> 1− ε

}
= (1− ε)Y.

Випадкова величина (1− ε)Y має наступну функцiю розподiлу

F(1−ε)Y (y) = FY (y/(1− ε)) ,

тому, повторна квантiльна премiя має наступний вигляд

πквант.(ε)[πквант.(ε)[X|Y ]] = inf {δ : FY (δ/(1− ε)) > 1− ε}

= inf

{
δ :

δ

1− ε
> 1− ε

}
= (1− ε)2.

Використавши отримане представлення для функцiї розподiлу величини X, обчи-
слюємо безумовну квантiльну премiю для ризику X

πквант.(ε)[X] = inf{δ : FX(δ) > 1− ε} = inf{δ : δ − δ log(δ) > 1− ε},

так як δ = (1− ε)2 не є розв’язком рiвняння δ − δ log(δ) = 1− ε, то

πквант.(ε)[πквант.(ε)[X|Y ]] ̸= πквант.(ε)[X],

тобто, квантiльний принцип не володiє властивiстю iтеративностi.
З невиконання властивостi iтеративностi для принципу вiдрегульованого ризиком

випливає також її невиконання для принципу Ванга.
Разом з тим властивiсть iтеративностi виконується для принципу середнього зна-

чення. Дiйсно, в даному випадку маємо

πс.з.[πс.з.[X|Y ]] = v−1 (E[v(πс.з.[X|Y ])]) = v−1 (E[E[v(X|Y )]])

= v−1 (E[E[v(X)|Y ]]) = v−1 (E[v(X)]) = πс.з.[X].

Для того щоб продемонструвати, що принцип нульової корисностi страховика, а
як наслiдок, i принцип еквiвалентної корисностi страховика, взагалi кажучи, не во-
лодiють властивiстю iтеративностi, використаємо данi з таблицi 3.2 та оберемо U(x) =
−(3 − x)2. Неважко перевiрити, що в даному випадку повторна премiя нульової кори-
сностi страховика знаходиться з рiвняння

−9 = −

(
3− P− +

14−
√
79

3

)2

· 1
2
− (3− P− + 1) · 1

2
,

розв’язком якого не є πн.к.с.[X] = (13−
√
79)/3, тобто, властивiсть iтеративностi, взагалi

кажучи, не виконується для принципiв корисностi страховика.
Покажемо, що властивiсть iтеративностi виконується для принципу еквiвалентної

корисностi клiєнта, а як наслiдок, i для принципу нульової корисностi клiєнта. Дiй-
сно, в даному випадку, для будь-яких двох ризикiв X та Y , будь-якого початкового
капiталу клiєнта ω та будь-якої допустимої функцiї корисностi клiєнта u(x), отримуємо

πе.к.к.[πе.к.к.[X|Y ]] = −u−1(E[u(ω − πе.к.к.[X|Y ])]) + ω

= −u−1(E[u(ω + u−1(E[u(ω −X)|Y ])− ω)]) + ω

= −u−1(E[E[u(ω −X)|Y ]]) + ω

= −u−1(E[u(ω −X)]) + ω = πе.к.к.[X].
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3.2 Характеризацiйнi теореми
В цьому пiдроздiлi розглядаються характеризацiйнi теореми для декiлькох принци-

пiв пiдрахунку вартостi страхових контрактiв, означених з використанням допомiжних
функцiй. Представленi теореми стосуються властивостей адитивностi, конзистентно-
стi, iтеративностi i мультиплiкативної iнварiантностi i покривають принцип середнього
значення, принцип еквiвалентної/нульової корисностi страховика та принцип еквiва-
лентної/нульової корисностi клiєнта.

Декiлька разiв, у межах доведення теорем, розглядається бернулiвська випадкова
величина X, яка приймає значення t (тут t — це ненульовий дiйсний параметр) та 0
з ймовiрностями p та 1 − p вiдповiдно. Будучи випадковою функцiєю параметрiв p та
t, ризик X у межах даного пiдроздiлу позначатиметься Xt

p. Для доведення тверджень,
що стосуються властивостi адитивностi, знадобиться бернулiвська випадкова величина
Y , незалежна по вiдношенню до ризику Xt

p, яка прийматиме значення h (тут h — це
ненульовий дiйсний параметр) та 0 з ймовiрностями q та 1−q вiдповiдно. Як випадкова
функцiя параметрiв h та q величина Y позначатиметься Y h

q . Крiм цього, для доведення
тверджень, що стосуються лише строго позитивних ризикiв знадобиться бернулiвська
випадкова величина Xε

p , яка прийматиме значення ε > 0 та 1 з ймовiрностями p та 1−p
вiдповiдно.

3.2.1 Принцип середнього значення
В цьому параграфi представлено характеризацiйнi теореми для згаданих вище чоти-

рьох властивостей, якими може володiти або не володiти принцип середнього значення.
Звернемо увагу на те, що принцип середнього значення є iнварiантним по вiдно-

шенню до лiнiйних перетворень функцiї v(x), тобто, принцип, що базується на функцiї
v(x) та принцип, що базується на функцiї v̄(x) := l1v(x) + l2, для l1 > 0, породжувати-
муть iдентичнi премiї. Тут умова l1 > 0 накладається з метою збереження припущення
додатностi першої похiдної функцiї v̄(x).

З метою спрощення обчислень в процесi пошуку необхiдних та достатнiх умов во-
лодiння властивостями адитивностi та конзистентностi, спочатку отримуватимемо всi
допустимi представлення у випадку коли вiдповiдна властивiсть виконується для нор-
мованої функцiї

v̄(x) := l1v(x) + l2, де l1 = 1/v′(0) та l2 = −v(0)/v′(0), (3.5)

а потiм повертатимемося до вихiдної функцiї v(x).
Звернемо також увагу на те, що щойно означена нормована допомiжна функцiя v̄(x)

задовольняє наступнi граничнi умови

v̄(0) = 0, v̄′(0) = 1 та v̄′′(0) = κ, (3.6)

для деякої дiйсної константи κ ≥ 0.
З метою уникнення повторiв у текстi, нам потрiбнi будуть наступнi двi леми.

Лема 3.1. (a) Принцип середнього значення, що базується на функцiї v(x) = ax + b,
для a > 0, еквiвалентний нетто принципу. (b) Принцип середнього значення, що ба-
зується на функцiї v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0, еквiвалентний експоненцiйному
принципу з параметром β.

В справедливостi обох тверджень леми 3.1 легко переконатися за допомогою безпо-
середньої перевiрки.
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Лема 3.2. Принцип середнього значення для бернулiвського ризику Xt
p задовольняє

наступнi тотожностi:

(a) πс.з.[X
t
0] = 0; (b)

∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

=
v(t)− v(0)

v′(0)
;

(c)
∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= v̄(t); (d)
∂2

(∂p)2
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= −κ v̄2(t).

Доведення. Вихiдне рiвняння (2.25) для бернулiвського ризику Xt
p набуватиме насту-

пного вигляду
v(πс.з.[X

t
p]) = pv(t) + (1− p)v(0). (3.7)

Пiдставивши p = 0 в (3.7), отримуємо

v(πс.з.[X
t
0]) = v(0). (3.8)

Оскiльки v′(·) > 0, то з рiвняння (3.8) слiдує тотожнiсть (a) леми 3.2

πс.з.[X
t
0] = 0. (3.9)

Диференцiюючи (3.7) по p, отримаємо

v′(πс.з.[X
t
p]) ·

∂

∂p
πс.з.[X

t
p] = v(t)− v(0). (3.10)

Пiдставляючи значення p = 0 в (3.10), отримуємо

v′(πс.з.[X
t
0]) ·

(
∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

)
= v(t)− v(0). (3.11)

Оскiльки v(·) є строго зростаючою, то v′(0) > 0. Тому, взявши до уваги тотожнiсть
(3.9), з (3.11) отримуємо тотожнiсть (b) леми 3.2

∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

=
v(t)− v(0)

v′(0)
. (3.12)

Тодi з (3.12) та (3.6) випливає тотожнiсть (с) леми 3.2

∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= v̄(t). (3.13)

Продиференцiювавши (3.10) по p, отримуємо

v′′(πс.з.[X
t
p]) ·

(
∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

)2

+ v′(πс.з.[X
t
p]) ·

∂2

(∂p)2
πс.з.[X

t
p] = 0. (3.14)

Iз рiвняння (3.14), при p = 0, з використанням (3.9) та (3.13), а також граничних умов
(3.6) отримуємо тотожнiсть (d) леми 3.2

∂2

(∂p)2
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= −κ v̄2(t). (3.15)

Це завершує доведення леми 3.2
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Теорема 3.1. Принцип середнього значення володiє властивiстю адитивностi тодi й
лише тодi, коли v(x) = ax+b, для a > 0, або v(x) = αeβx+γ, для min[α, β] > 0, тобто,
лише у випадках, коли вiн спiвпадає або з нетто принципом, або з експоненцiйним
принципом.

Зауважимо, що клас функцiй v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0, мiстить у собi,
зокрема, всi функцiї виду v(x) = τx, для деякої дiйсної сталої τ > 1.

Доведення. Почнемо з доведення твердження достатностi. У випадку v(x) = ax+b, при
a > 0, для будь-яких двох незалежних ризикiв X1 та X2, з рiвняння (2.25) слiдує

aπс.з.[X1 +X2] + b = E[a(X1 +X2) + b],

тобто, використовуючи твердження (a) леми 3.1, отримуємо

πс.з.[X1 +X2] = E[X1] + E[X2] = πс.з.[X1] + πс.з.[X2].

Отже, у лiнiйному випадку достатнiсть доведена.
Розглянемо випадок v(x) = αeβx + γ, при min[α, β] > 0. В даному випадку для

будь-яких двох незалежних ризикiв X1 та X2 з рiвняння (2.25) отримуємо

α exp(β πс.з.[X1 +X2]) + γ = E[α exp(βX1 + βX2) + γ] = αE[eβX1 ]E[eβX2 ] + γ,

тобто, використавши тотожнiсть (b) леми 3.1, маємо

πс.з.[X1 +X2] =
1

β
log(E[eβ X1 ]) +

1

β
log(E[eβ X2 ]) = πс.з.[X1] + πс.з.[X2],

що доводить достатнiсть i в цьому випадку.
Оскiльки структури ризикiв Y h

q та Xt
p подiбнi, то використовуючи твердження (a)

та (c) леми 3.2, отримаємо

πс.з.[Y
h
0 ] = 0 та

∂

∂q
πс.з.[Y

h
q ]

∣∣∣∣
q=0

= v̄(h). (3.16)

Легко бачити, що ризикXt
p+Y

h
q прийматиме значення t+h, t, h, та 0 з ймовiрностями

p q, p (1− q), (1− p)q, та (1− p)(1− q) вiдповiдно.
У випадку адитивного принципу середнього значення повинна виконуватися нас-

тупна тотожнiсть
πс.з.[X

t
p + Y h

q ] = πс.з.[X
t
p] + πс.з.[Y

h
q ],

отже, вихiдне рiвняння (2.25) для ризику Xt
p+Y

h
q , що базується на нормованiй функцiї

v̄(x), з урахуванням граничної умови v̄(0) = 0, матиме наступний вигляд

v̄(πс.з.[X
t
p] + πс.з.[Y

h
q ]) = v̄(t+ h)pq + v̄(t)p(1− q) + v̄(h)(1− p)q. (3.17)

Диференцiюючи (3.17) по p, отримаємо

v̄′(πс.з.[X
t
p] + πс.з.[Y

h
q ]) ·

∂

∂p
πс.з.[X

t
p] = v̄(t+ h)q + v̄(t)(1− q)− v̄(h)q. (3.18)

Продиференцiювавши потiм (3.18) по q, матимемо

v̄′′(πс.з.[X
t
p] + πс.з.[Y

h
q ]) ·

∂

∂p
πс.з.[X

t
p] ·

∂

∂q
πс.з.[Y

h
q ] = v̄(t+ h)− v̄(t)− v̄(h). (3.19)



Роздiл 3. Властивостi та характеризацiйнi теореми 37

Пiдставивши p = q = 0 в рiвняння (3.19) i використавши тотожностi (3.9), (3.13) та
(3.16), а також граничну умову v̄′′(0) = κ, отримуємо рiвняння, яке нормована функцiя
v̄(·) повинна задовольняти у випадку адитивного принципу середнього значення, а саме

κ v̄(t)v̄(h) = v̄(t+ h)− v̄(t)− v̄(h). (3.20)

Для розв’язування рiвняння (3.20), розглядатимемо окремо випадки κ = 0 та κ > 0.
У випадку κ = 0 матимемо

v̄(t+ h) = v̄(t) + v̄(h). (3.21)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра h з обох сторiн рiвняння (3.21),
отримуємо

v̄′(t+ h) = v̄′(h). (3.22)

Звiдси, з використанням (3.6), отримуємо

v̄′(t) = 1. (3.23)

Параметр t приймав значення з R \ {0}, проте, завдяки неперервностi (бо функцiя
v̄(·) є двiчi диференцiйовною) функцiї v̄′(·), рiвняння (3.23) можна переписати в термi-
нах вихiдного параметра x ∈ R.

Комбiнуючи рiвняння (3.23) з граничною умовою v̄(0) = 0 маємо

v̄(x) = x. (3.24)

Звiдси, з урахуванням (3.5) матимемо v(x) = v′(0)x+ v(0) або v(x) = ax+ b з деякими
дiйсними сталими a та b. Умова монотонностi v′(0) > 0 дає додаткове обмеження для
параметра a: параметр a повинен бути строго позитивною константою.

Нехай тепер κ > 0. Продиференцiювавши послiдовно тотожнiсть (3.20) по t i h,
отримаємо

v̄′′(t+ h) = κ v̄′(t)v̄′(h). (3.25)

Перейшовши до границi при h прямуючому до нуля у (3.25) та використавши граничну
умову v̄′(0) = 1, отримуємо

v̄′′(t) = κ v̄′(t). (3.26)

З рiвняння (3.26), використавши граничнi умови v̄(0) = 0 та v̄′(0) = 1, отримуємо
допустиме представлення для нормованої функцiї v̄(·) у випадку v̄′′(0) > 0. Параметр t
приймав значення в R\{0}, проте, завдяки неперервностi, можемо представити функцiю
v̄(·) в термiнах вихiдного параметра x ∈ R

v̄(x) =
eκx − 1

κ
. (3.27)

Беручи до уваги те, що v̄′′(0) = κ, використавши представлення (3.27), та перехiдну
тотожнiсть (3.5), отримуємо вiдповiдне допустиме представлення для вихiдної функцiї
v(x), а саме

v(x) =
v′(0)

v̄′′(0)
ev̄

′′(0)x − v′(0)

v̄′′(0)
+ v(0). (3.28)

З представлення (3.28) випливає, що у випадку v̄′′(0) > 0 функцiя v(x) має бути фун-
кцiєю виду v(x) = αeβx + γ з деякими дiйсними сталими α, β, та γ. Умови v′(0) > 0 та
v̄′′(0) > 0 потребують додаткових обмежень для параметрiв α та β: обидва параметри
мусять бути позитивними сталими або, iншими словами, min[α, β] > 0.

Теорема 3.1 доведена.
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Покажемо тепер, що принцип середнього значення спiвпадає з нетто принципом тодi
й лише тодi, коли v(x) = ax + b, для a > 0, та спiвпадає з експоненцiйним принципом
тодi й лише тодi, коли v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0.

Для цього нам потрiбна буде наступна нерiвнiсть

πексп.(β)[X] =
1

β
log(E[eβX ]) ≥ 1

β
log(eβ E[X]) = E[X] = πнетто[X],

i бiльш того, строга рiвнiсть в нерiвностi E[eβX ] ≥ eβ E[X] з’являється тодi й лише тодi,
коли P{X = C} = 1 для деякої сталої C ∈ R, див. лему А.1 з додатку А. Тому, взагалi
кажучи, нетто принцип не є частковим випадком експоненцiйного принципу i навпаки.

Припустимо тепер, що для деякої функцiї v(x), вiдмiнної вiд експоненцiйної функцiї,
принцип середнього значення є еквiвалентним експоненцiйному принципу. Тодi, завдяки
адитивностi експоненцiйного принципу такий метод страхового оцiнювання повинен
бути адитивним. Проте, в межах доведення теореми 3.1 демонструвалося, що принцип
середнього значення володiє властивiстю адитивностi тодi й лише тодi, коли v(x) =
ax+b, для a > 0, чи v(x) = αeβx+γ, для min[α, β] > 0. Тут випадок v(x) = ax+b, для a >
0, вiдповiдає експоненцiйному принципу, який, як щойно зазначалося, не є частковим
випадком експоненцiйного принципу. Тобто, як бачимо, вихiдне припущення стосовно
iснування функцiї v(x), вiдмiнної вiд експоненцiйної, яка б породжувала еквiвалентний
експоненцiйному принцип середнього значення приводить до протирiччя. Тому випадок
v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0, дiйсно є єдиним випадком спiвпадання принципу
середнього значення з експоненцiйним принципом.

Користуючись схожою технiкою вiд противного, можна зробити висновок, що ви-
падок v(x) = ax + b, для a > 0, є єдиним випадком спiвпадання принципу середнього
значення з нетто принципом.

Наступна теорема демонструє необхiднi та достатнi умови володiння властивiстю
конзистентностi принципом середнього значення.

Теорема 3.2. Принцип середнього значення володiє властивiстю конзистентностi
тодi й лише тодi, коли v(x) = ax+ b, для a > 0, чи v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0,
тобто, лише у випадках, коли вiн спiвпадає або з нетто принципом, або з експонен-
цiйним принципом.

Доведення. Покажемо спочатку справедливiсть твердження достатностi. Почнемо з ви-
падку лiнiйної функцiї v(x), а саме, v(x) = ax + b, для a > 0. В даному випадку, для
будь-якого ризику X та будь-якої дiйсної сталої c з рiвняння (2.25) отримуємо

a πс.з.[X + c] + b = E[a(X + c) + b],

отже, використовуючи твердження (a) леми 3.1, маємо

πс.з.[X + c] = E[X] + c = πс.з.[X] + c,

тобто, принцип середнього значення володiє властивiстю конзистентностi у випадку
лiнiйної функцiї v(x).

Перейдемо до розгляду випадку v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0. В даному
випадку, для будь-якого ризику X та довiльної дiйсної сталої c з рiвняння (2.25) слiдує

α eβ πс.з.[X+c] + γ = E[α eβ(X+c) + γ] = α · E[eβX ] · eβc + γ,

отже, використавши твердження (b) леми 3.1, отримуємо

πс.з.[X + c] =
1

β
log(E[eβX ]) + c = πс.з.[X] + c,
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тобто, принцип середнього значення володiє властивiстю конзистентностi також у ви-
падку експоненцiйної функцiї v(x), що й закiнчує доведення достатностi.

Перейдемо до доведення необхiдностi.
У випадку конзистентного принципу середнього значення для будь-якого ризику X

повинна виконуватися тотожнiсть

πс.з.[X + c] = πс.з.[X] + c, для c ∈ R,

отже, рiвняння (2.25), що базується на нормованiй функцiї v̄(x), яка породжуватиме
конзистентний принцип середнього значення, для ризику Xt

p + c матиме вигляд

v̄(πс.з.[X
t
p] + c) = v̄(t+ c) · p+ v̄(c) · (1− p). (3.29)

Продиференцiювавши (3.29) по p, матимемо

v̄′(πс.з.[X
t
p] + c) · ∂

∂p
πс.з.[X

t
p] = v̄(t+ c)− v̄(c). (3.30)

Ще одне диференцiювання за параметром p приводить до рiвностi

v̄′′(πс.з.[X
t
p] + c) ·

(
∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

)2

+ v̄′(πс.з.[X
t
p] + c) · ∂2

(∂p)2
πс.з.[X

t
p] = 0 (3.31)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.31) та використавши тотожностi (3.9) та (3.13), отри-
муємо

v̄′′(c) · v̄2(t) + v̄′(c) · ∂2

(∂p)2
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= 0. (3.32)

Оскiльки v̄′(x) > 0, то (3.32) можна переписати у виглядi

∂2

(∂p)2
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= − v̄
′′(c) · v̄2(t)
v̄′(c)

. (3.33)

Врахувавши тепер тотожнiсть (d) леми 3.2 та (3.33), отримаємо

−κ v̄2(t) = − v̄
′′(c) · v̄2(t)
v̄′(c)

(3.34)

або
v̄′′(c) = κv̄′(c), для всiх c ∈ R. (3.35)

Рiвняння (3.35) — це рiвняння, яке нормована функцiя v̄(·) повинна задовольняти у
випадку конзистентного принципу середнього значення. Розв’язуючи отримане рiвня-
ння, розглядатимемо окремо випадки κ = 0 та κ > 0.

У випадку κ = 0 рiвняння (3.35) спрощується до наступного

v̄′′(c) = 0. (3.36)

З рiвняння (3.36), приймаючи до уваги граничнi умови v̄(0) = 0 та v̄′(0) = 1, отримуємо

v̄(x) = x. (3.37)

З урахуванням тотожностi (3.5) матимемо тепер, що

v(x) = v′(0)x+ v(0),
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отже, у випадку κ = 0 функцiя v(x) повинна бути функцiєю виду v(x) = ax + b з
деякими дiйсними сталими a та b. Припущення додатностi першої похiдної функцiї v(x)
дає додаткове обмеження для параметра a: параметр a повинен бути строго позитивною
константою.

Перейдемо до розгляду випадку κ > 0. З рiвняння (3.35), використовуючи граничнi
умови v̄′(0) = 1 та v̄(0) = 0, матимемо

v̄(x) =
eκx − 1

κ
, для x ∈ R. (3.38)

Приймаючи до уваги те, що v̄′′(0) = κ, використавши представлення (3.38) та пе-
рехiдну тотожнiсть (3.5), отримуємо вiдповiдне допустиме представлення для вихiдної
функцiї v(x)

v(x) =
v′(0)

v̄′′(0)
ev̄

′′(0)x − v′(0)

v̄′′(0)
+ v(0). (3.39)

З представлення (3.39) випливає, що у випадку v̄′′(0) > 0 функцiя v(x) мусить бути
функцiєю виду v(x) = αeβx+ γ з деякими дiйсними сталими α, β, та γ. Умови v′(0) > 0
та v̄′′(0) > 0 потребують додаткових обмежень для значень параметрiв α та β: обидва
згаданi параметри мусять бути позитивними сталими, або, що те саме, min[α, β] > 0.

Це завершує доведення теореми 3.2.

Зауваження 3.1. Звернемо увагу на те, що твердження необхiдностi теореми 3.1 слi-
дує також з твердження теореми 3.2 скомбiнованого з властивiстю вiдсутностi необ-
грунтованої надбавки на ризик, яка, очевидно, виконується для принципу середнього
значення.

На вiдмiну вiд принципу еквiвалентної корисностi страховика, який володiє вла-
стивiстю iтеративностi лише при спецiальному виборi функцiї корисностi, принцип се-
реднього значення володiє властивiстю iтеративностi при довiльному виборi функцiї
v(x) ∈ C2(R) такої, що v′(x) > 0 та v′′(x) ≥ 0 для x ∈ R, а саме має мiсце теорема.

Теорема 3.3. Принцип середнього значення володiє властивiстю iтеративностi при
довiльному виборi функцiї v(x) ∈ C2(R) такої, що v′(x) > 0 та v′′(x) ≥ 0 для x ∈ R.

Доведення. Дiйсно, для будь-яких двох ризикiв X та Y та довiльної допустимої функцiї
v(x) отримуємо

πс.з.[πс.з.[X|Y ]] = v−1(E[v(πс.з.[X|Y ])]) = v−1(E[v(v−1(E[v(X)|Y ]))])

= v−1(E[E[v(X)|Y ]]) = v−1(E[v(X)]) = πс.з.[X].

Тобто, твердження теореми 3.3 дiйсно має мiсце.

Наступна теорема демонструє необхiднi та достатнi умови володiння властивiстю
мультиплiкативної iнварiантностi принципом середнього значення пiдрахунку вартостi
страхових контрактiв.

Теорема 3.4. Принцип середнього значення володiє властивiстю мультиплiкативної
iнварiантностi тодi й лише тодi, коли v(x) = ax+b, для a > 0, тобто, лише у випадку
спiвпадання з нетто принципом.

Доведення. Почнемо з доведення твердження достатностi. З рiвняння (2.25) для будь-
якого ризику X та довiльного Θ > 0 у випадку v(x) = ax+ b, при a > 0, слiдує, що

aπс.з.[ΘX] + b = E[aΘX + b] = aΘE[X] + b,
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тобто, використовуючи твердження (a) леми 3.1, отримуємо

πс.з.[ΘX] = ΘE[X] = Θπс.з.[X],

отже, властивiсть мультиплiкативної iнварiантностi виконується у випадку лiнiйної
функцiї v(x).

Перейдемо до доведення твердження необхiдностi.
При довiльному Θ > 0 вихiдне рiвняння (2.25) для ризику ΘXt

p у випадку мультиплi-
кативно iнварiантного принципу середнього значення набуватиме наступного вигляду

v(Θπс.з.[X
t
p]) = pv(Θt) + (1− p)v(0). (3.40)

Диференцiюючи (3.40) за параметром p, отримуємо

v′(Θπс.з.[X
t
p]) ·Θ · ∂

∂p
πс.з.[X

t
p] = v(Θt)− v(0). (3.41)

Звiдси, при p = 0 з використанням тотожностi (a) леми 3.2 та нерiвностi v′(0) > 0,
матимемо

∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

=
v(Θt)− v(0)

v′(0) ·Θ
. (3.42)

Врахувавши тепер тотожнiсть (b) леми 3.2, рiвняння (3.42) набере вигляду

v(Θt)− v(0) = Θ · (v(t)− v(0)), (3.43)

продиференцiювавши яке за t, отримаємо

v′(Θt) = v′(t). (3.44)

Беручи тепер до уваги монотоннiсть функцiї v(·) та неперервнiсть функцiї v′(·), мати-
мемо, що v′(x) = a > 0, для x ∈ R, або

v(x) = ax+ b, для деякої константи b.

Це завершує доведення теореми 3.4.

При застосуваннi принципу середнього значення до оцiнювання спецiальних класiв
ризикiв, достатньо означити функцiю v(x) на деякiй множинi A ⊂ R зi збереженням
властивостей монотонностi та опуклостi вниз, тобто, функцiя v(x) повинна бути такою,
що v′(x) > 0 та v′′(x) ≥ 0 для всiх x ∈ A, крiм цього, рiвняння (2.25) мусить зберiгати
коректний математичний змiст для всiх ризикiв зi згаданого класу.

Цiкаво бачити, що при застосуваннi принципу середнього значення до оцiнювання
вартостi лише строго позитивних ризикiв, клас функцiй v(x), якi породжують мульти-
плiкативно iнварiантнi премiї, є ширшим нiж, вiдповiдний клас функцiй у загальному
випадку. Останнє сформулюємо у виглядi теореми.

Теорема 3.5. Принцип середнього значення, застосований до оцiнювання лише строго
позитивних ризикiв, володiє властивiстю мультиплiкативної iнварiантностi тодi й
лише тодi, коли v(x) = axκ + b, для a > 0 та κ ≥ 1, при x ∈ (0, +∞).

Звернемо увагу на те, що для функцiї v(x) = axκ + b, при a > 0 та κ > 1, умова
v′(x) > 0 порушується в точцi x = 0. Отже, твердження теореми 3.5 не протирiчить
твердженню теореми 3.4.
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Доведення. У випадку строго позитивного ризику X має мiсце нерiвнiсть E[X] > 0,
тому, комбiнуючи нерiвнiсть Єнсена v(E[X]) ≤ E[v(X)] з рiвнянням (2.25), бачимо, що
принцип середнього значення буде коректно означеним, якщо означити функцiю v(x)
лише для x ∈ (0, +∞) зi збереженням властивостей монотонностi та опуклостi вниз.

Почнемо з доведення твердження достатностi. Дiйсно, у випадку v(x) = axκ + b,
при a > 0 та κ ≥ 1, для будь-якого строго додатного ризику X вихiдне рiвняння (2.25)
набуватиме наступного вигляду

a(πс.з.[X])κ + b = E[aXκ + b] = aE[Xκ] + b,

отже, в розглянутому випадку

πс.з.[X] = (E[Xκ])1/κ.

З iншого боку, для тiєї ж функцiї v(x), того ж ризикуX та довiльного Θ > 0, з вихiдного
рiвняння (2.25) слiдує

a(πс.з.[ΘX])κ + b = E[a(ΘX)κ + b] = aΘκE[Xκ] + b

тобто, в даному випадку отримуємо

πс.з.[ΘX] = Θ(E[Xκ])1/κ = Θπс.з.[X],

з чого маємо, що принцип середнього значення звужений до оцiнювання лише строго
позитивних ризикiв володiтиме властивiстю мультиплiкативної iнварiантностi у випад-
ку v(x) = axκ + b, при a > 0 та κ ≥ 1, означенiй лише для x ∈ (0, +∞).

Перейдемо тепер до доведення необхiдностi.
Для вищеозначеного ризику Xε

p вихiдне рiвняння (2.25) набуватиме наступного ви-
гляду

v(πс.з.[X
ε
p ]) = pv(ε) + (1− p)v(1). (3.45)

З рiвняння (3.45) слiдує

v(πс.з.[X
ε
0 ]) = 0 · v(ε) + 1 · v(1),

бiльш того, так як функцiя v(x) є строго монотонною, то

πс.з.[X
ε
0 ] = 1. (3.46)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра p з обох сторiн рiвняння
(3.45), отримуємо

v′(πс.з.[X
ε
p ]) ·

∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ] = v(ε)− v(1). (3.47)

При p = 0 з рiвняння (3.47), матимемо

v′(πс.з.[X
ε
0 ]) ·

∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

= v(ε)− v(1). (3.48)

З урахуванням (3.46), рiвняння (3.48) набере вигляду

v′(1) · ∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

= v(ε)− v(1). (3.49)
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Перейдемо до частинних похiдних вiдносно параметра p з обох сторiн рiвняння (3.47)

v′′(πс.з.[X
ε
p ]) ·

(
∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

)2

+ v′(πс.з.[X
ε
p ]) ·

∂2

(∂p)2
πс.з.[X

ε
p ] = 0. (3.50)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.50), та використавши тотожнiсть (3.46), отримуємо

v′′(1) ·

(
∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)2

+ v′(1) ·

(
∂2

(∂p)2
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)
= 0. (3.51)

З урахуванням монотонностi функцiї v(x) iз (3.49) при ε < 1 слiдує

∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

̸= 0, (3.52)

а тому рiвняння (3.51) може бути переписаним в наступному виглядi

v′′(1)

v′(1)
= −

∂2

(∂p)2
πс.з.[X

ε
p ]
∣∣∣
p=0(

∂
∂pπс.з.[Xε

p ]
∣∣∣
p=0

)2 . (3.53)

При довiльному Θ > 0, вихiдне рiвняння (2.25) для ризику ΘXε
p у випадку муль-

типлiкативно iнварiантного принципу середнього значення звуженого до оцiнювання
лише строго позитивних ризикiв набуватиме наступного вигляду

v(Θπс.з.[X
ε
p ]) = pv(Θε) + (1− p)v(Θ). (3.54)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра p з обох сторiн рiвняння
(3.54), отримуємо

v′′(Θπс.з.[X
ε
p ]) ·Θ2 ·

(
∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

)2

+

+ v′(Θπс.з.[X
ε
p ]) ·Θ · ∂2

(∂p)2
πс.з.[X

ε
p ] = 0.

(3.55)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.55), скоротивши множник Θ та використавши
тотожнiсть (3.46), маємо

v′′(Θ) ·Θ ·

(
∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)2

+ v′(Θ) · ∂2

(∂p)2
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

= 0. (3.56)

Так як v′(Θ) > 0, то використавши тотожнiсть (3.52), рiвняння (3.56) можна переписати
наступним чином

v′′(Θ) ·Θ
v′(Θ)

= −
∂2

(∂p)2
πс.з.[X

ε
p ]
∣∣∣
p=0(

∂
∂pπс.з.[Xε

p ]
∣∣∣
p=0

)2 . (3.57)

З (3.53) та (3.57) отримуємо

v′′(Θ) ·Θ
v′(Θ)

=
v′′(1)

v′(1)
, для всiх Θ > 0. (3.58)
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Позначивши v′′(1)/v′(1) =: κ (так як v′′(1) ≥ 0 та v′(1) > 0 то κ ≥ 0) та проiнтегру-
вавши (3.58), отримаємо

v(x) =
C1

κ + 1
xκ+1 + C2,

тобто, функцiя v(x) повинна бути функцiєю виду

v(x) = axκ + b, з деякими дiйсними сталими a, b, та κ.

З того що C1 > 0 та κ ≥ 0 слiдує a > 0; а з κ ≥ 0 слiдує κ ≥ 1.
Це завершує доведення теореми 3.5.

3.2.2 Принцип еквiвалентної корисностi страховика
В цьому параграфi представлено характеризацiйнi теореми для властивостей ади-

тивностi, конзистентностi, iтеративностi та мультиплiкативної iнварiантностi якими мо-
же володiти або не володiти принцип еквiвалентної/нульової корисностi страховика.

Звернемо увагу на те, що принцип еквiвалентної/нульової корисностi страховика
є iнварiантним по вiдношенню до лiнiйних перетворень функцiї корисностi капiталу
страховика U(x), тобто, принцип, що базується на функцiї U(x), та принцип, що ба-
зується на функцiї U(x) = l1U(x) + l2, для l1 > 0, породжуватимуть однаковi премiї.
Умова l1 > 0 накладається для збереження припущення зростання функцiї корисностi
капiталу страховика.

В подальшому, з метою спрощення обчислень, при доведеннi тверджень, що стосую-
ться властивостi адитивностi, фiксуємо значення початкового капiталу страховика W ,
отримуємо допустимi представлення для функцiї

U(x) = l1U(x) + l2, при l1 =
1

U ′(W )
та l2 = − U(W )

U ′(W )
, (3.59)

а потiм повертаємося до вихiдної функцiї корисностi страховика U(x).
Звернемо увагу на те, що щойно означена нормована функцiя корисностi капiталу

страховика U(x) задовольняє наступнi граничнi умови

U(W ) = 0, U
′
(W ) = 1 та U

′′
(W ) = κ (3.60)

з деякою дiйсною константою κ ≤ 0.
З метою уникнення повторiв у текстi, нам потрiбнi будуть наступнi двi леми.

Лема 3.3. (a) Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страховика, що базується
на функцiї U(x) = ax + b, для a > 0, еквiвалентний нетто принципу. (b) Прин-
цип еквiвалентної/нульової корисностi страховика, що базується на функцiї U(x) =
−αe−βx+γ, для min[α, β] > 0, еквiвалентний експоненцiйному принципу з параметром
β.

В справедливостi обох тверджень леми 3.3 легко переконатися за допомогою безпо-
середньої перевiрки.

Лема 3.4. Принцип еквiвалентної корисностi страховика для бернулiвського ризику
Xt

p задовольняє наступнi тотожностi:

(a) πе.к.с.[X
t
0] = 0; (b) πе.к.с.[X

t
1] = t;

(c) U ′(W ) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= U(W )− U(W − t);
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(d) U ′(W ) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

= U(W + t)− U(W );

(e)
∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

= U(W + t).

Доведення. Рiвняння еквiвалентної корисностi страховика (2.28) для довiльного вибору
початкового капiталу страховика W та довiльної функцiї корисностi страховика U(·)
для ризику Xt

p набуватиме вигляду

U(W ) = U(W + πе.к.с.[X
t
p]− t) · p+ U(W + πе.к.с.[X

t
p]) · (1− p). (3.61)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.61), отримуємо

U(W ) = U(W + πе.к.с.[X
t
0]). (3.62)

Оскiльки U ′(x) > 0 для всiх x, то з рiвняння (3.62) випливає рiвнiсть

πе.к.с.[X
t
0] = 0, (3.63)

що й доводить тотожнiсть (a) леми 3.4.
Пiдставивши p = 1 в рiвняння (3.61), отримуємо

U(W ) = U(W + πе.к.с.[X
t
1]− t), (3.64)

знову ж таки, використавши строгу монотоннiсть функцiї U(·), з рiвняння (3.67) отри-
муємо тотожнiсть (b) леми 3.4

πе.к.с.[X
t
1] = t. (3.65)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра p з обох сторiн рiвняння
(3.61), отримуємо

0 = U ′(W + πе.к.с.[X
t
p]− t) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · p

+ U ′(W + πе.к.с.[X
t
p]) ·

∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · (1− p)

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p]− t)− U(W + πе.к.с.[X

t
p]).

(3.66)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.66) та використавши тотожнiсть (3.63), отримуємо
тотожнiсть (c) леми 3.4

U ′(W ) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= U(W )− U(W − t). (3.67)

Пiдставивши p = 1 в рiвняння (3.66) та використавши тотожнiсть (3.65), отримуємо
тотожнiсть (d) леми 3.4

U ′(W ) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

= U(W + t)− U(W ). (3.68)

Зi щойно отриманої тотожностi (3.68) застосованої до нормованої функцiї корисностi
U(·) з використанням граничних умов (3.60) випливає тотожнiсть (e) леми 3.4

∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

= U(W + t), (3.69)

що й завершує доведення леми 3.4.
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Наступна теорема демонструє необхiднi та достатнi умови володiння властивiстю
адитивностi принципом еквiвалентної/нульової корисностi страховика пiдрахунку вар-
тостi страхових контрактiв.

Теорема 3.6. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страховика володiє вла-
стивiстю адитивностi тодi й лише тодi, коли U(x) = ax + b, для a > 0, або U(x) =
= −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, тобто, лише у випадках, коли вiн спiвпадає або з
нетто принципом, або з експоненцiйним принципом.

Зауважимо, що клас функцiй U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, мiстить у собi,
зокрема, всi функцiї виду U(x) = −τ−x, для деякої дiйсної сталої τ > 1.

Доведення. Почнемо з доведення твердження достатностi. У випадку U(x) = ax + b,
для a > 0, для будь-яких двох незалежних ризикiв X1 та X2, та будь-якого початкового
капiталу W , з рiвняння (2.28) слiдує

aW + b = E[a(W + πе.к.с.[X1 +X2]−X1 −X2) + b],

отже, застосувавши двiчi твердження (a) леми 3.3, отримуємо

πе.к.с.[X1 +X2] = E[X1] + E[X2] = πе.к.с.[X1] + πе.к.с.[X2],

що доводить твердження у лiнiйному випадку.
У випадку U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, для будь-яких двох незалежних

ризикiв X1 та X2 i довiльного початкового капiталу страховика W , з рiвняння (2.28)
отримуємо

−αe−βW + γ = E[−αe−β(W+πе.к.с.[X1+X2]−X1−X2) + γ].

Застосувавши двiчi твердження (b) леми 3.3, маємо

πе.к.с.[X1 +X2] =
1

β
log(E[eβX1 ]) +

1

β
log(E[eβX2 ]) = πе.к.с.[X1] + πе.к.с.[X2],

що й доводить твердження у експоненцiальному випадку.
Перейдемо до доведення твердження необхiдностi.
У випадку адитивного принципу еквiвалентної корисностi страховика повинна ви-

конуватися тотожнiсть

πе.к.с.[X
t
p + Y h

q ] = πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ].

Отже, у випадку наявностi адитивностi, рiвняння (2.28) для ризику Xt
p + Y h

q та
початкового капiталу W , для функцiї U(x), набуватиме вигляду

U(W ) = U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t− h) · p · q

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t) · p · (1− q)

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− h) · (1− p) · q

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]) · (1− p) · (1− q).

(3.70)

Продиференцiювавши (3.70) по p, отримаємо
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0 = U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t− h) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · p · q

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t− h) · q +

+ U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · p · (1− q)

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t) · (1− q)

+ U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− h) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · (1− p) · q

− U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− h) · q

+ U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]) ·

∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · (1− p) · (1− q)

− U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]) · (1− q).

Перейдемо до часткових похiдних вiдносно параметра q в щойно отриманому рiв-
няннi

0 = U
′′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t− h) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] ·

∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · p · q

+ U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t− h) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · p +

+ U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t− h) · ∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · q

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t− h)

+ U
′′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] ·

∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · p · (1− q)

− U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · p

+ U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t) · ∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · (1− q)

− U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t)

+ U
′′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− h) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] ·

∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · (1− p) · q

+ U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− h) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · (1− p)

− U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− h) · ∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · q

− U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− h)

+ U
′′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]) ·

∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] ·

∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · (1− p) · (1− q)

− U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]) ·

∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · (1− p) −

− U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]) ·

∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · (1− q)

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]).
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Пiдставляючи p = q = 1 в щойно отримане рiвняння i використовуючи застосоване
до ризикiв Xt

p та Y h
q твердження (b) леми 3.4, отримуємо

0 = U
′′
(W ) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

· ∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ]

∣∣∣∣
q=1

+ U
′
(W ) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

+ U
′
(W ) · ∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ]

∣∣∣∣
q=1

− U
′
(W + t) · ∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ]

∣∣∣∣
q=1

− U
′
(W + h) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

+ U(W ) − U(W + t) − U(W + h) + U(W + t+ h).

Використавши застосоване до ризикiв Xt
p та Y h

q твердження (e) леми 3.4, а також
граничнi умови (3.60) зi щойно отриманого рiвняння, одержуємо диференцiйне рiвняння
для функцiї U(x)

0 = U(W + h+ t) + κ · U(W + t) · U(W + h)−

− U
′
(W + t) · U(W + h)− U

′
(W + h) · U(W + t).

(3.71)

Розв’язуючи рiвняння (3.71), розглядатимемо окремо випадки κ = 0 та κ < 0.
Почнемо з випадку κ < 0. Оскiльки функцiя U(·) є опуклою вгору функцiєю, то

повинна виконуватися наступна нерiвнiсть

U(W ) + U(W + 2t)

2
≤ U(W + t). (3.72)

Приймаючи до уваги граничну умову U(W ) = 0, нерiвнiсть (3.72) набирає наступного
вигляду

U(W + 2t) ≤ 2U(W + t). (3.73)

Пiдставляючи t = h в рiвняння (3.71), отримуємо

0 = U(W + 2t) + κU
2
(W + t)− 2U

′
(W + t) · U(W + t). (3.74)

З метою застосування асимптотичних технiк, без втрати загальностi, деякий час при-
пускатимемо, що параметр t приймає строго додатнi значення. Використовуючи нерiв-
нiсть (3.73) та приймаючи до уваги те, що U(W ) = 0 та U ′

(x) > 0, для x ∈ R, з рiвняння
(3.74), отримуємо

U
′
(W + t) =

U(W + 2t) + κU
2
(W + t)

2U(W + t)
≤ (3.75)

≤ 2U(W + t) + κU
2
(W + t)

2U(W + t)
= 1 +

κ

2
U(W + t).

Оскiльки κ < 0, то з нерiвностi (3.75) слiдує, що функцiя U(·) обмежена зверху.
Оскiльки функцiя U(·) є зростаючою, обмеженою та U(W ) = 0, то iснує додатна

скiнченна границя U(W + t) при t прямуючому до нескiнченностi. Звiдки, в силу вла-
стивостей функцiї U(x) маємо, що

lim
t→+∞

U
′
(W + t) = 0, (3.76)
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та для будь-якого h ∈ R \ {0}

lim
t→+∞

U(W + t+ h)

U(W + t)
=

lim
t→+∞

U(W + t+ h)

lim
t→+∞

U(W + t)
= 1. (3.77)

Подiливши лiву та праву частину рiвняння (3.71) на U(W + t) та перейшовши до
границi при t прямуючому до нескiнченностi i використавши граничнi спiввiдношення
(3.76) та (3.77), отримуємо рiвняння

U
′
(W + h) = κU(W + h) + 1. (3.78)

Звiдки, з використанням умови U(W ) = 0, отримуємо

U(W + h) =
eκ (W+h) · e−κW − 1

κ
, для h ∈ R \ {0}. (3.79)

Врахувавши неперервнiсть функцiї U(·), (3.79) можна подати у виглядi

U(x) =
eκx · e−κW − 1

κ
, x ∈ R. (3.80)

Приймаючи до уваги те, що U ′′
(W ) = κ, використовуючи (3.80) та перехiдну тото-

жнiсть (3.59) для функцiї U(x), отримуємо

U(x) =
U ′(W ) e−U

′′
(W )·W

U
′′
(W )

· eU
′′
(W )·x − U ′(W )

U
′′
(W )

+ U(W ). (3.81)

З представлення (3.81) слiдує, що у випадку U
′′
(W ) < 0 функцiя U(x) повинна

бути функцiєю виду U(x) = −αe−βx + γ зi сталими α, β та γ. Умови U ′(W ) > 0 та
U

′′
(W ) < 0 вимагають додаткових обмежень для значень параметрiв α та β: обидва

параметри мусять бути строго додатними, або, що те саме, min[α, β] > 0.
Перейдемо тепер до розгляду випадку κ = 0. В даному випадку рiвняння (3.71)

спрощується до наступного вигляду

0 = U(W + t+ h)− U
′
(W + t) · U(W + h)− U

′
(W + h) · U(W + t). (3.82)

Припустимо, що функцiя U(·) є обмеженою зверху. Оскiльки похiдна функцiї U(·)
є додатною, то у випадку обмеженостi зверху повинна iснувати границя

lim
t→+∞

U
′
(W + t) = 0. (3.83)

У випадку зростаючої та обмеженої зверху функцiї U(·), такої, що U(W ) = 0, по-
винна iснувати скiнченна границя

lim
t→+∞

U(W + t) = c > 0, (3.84)

та, бiльш того, для всiх h ∈ R \ {0} iснує границя

lim
t→+∞

U(W + t+ h)

U(W + t)
=

limt→+∞ U(W + t+ h)

limt→+∞ U(W + t)
= 1. (3.85)
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З (3.83) та (3.84) отримуємо

lim
t→+∞

U
′
(W + t)

U(W + t)
= 0. (3.86)

Подiливши лiву й праву частини рiвняння (3.82) на U(W+t), перейшовши до границi
при t прямуючому до нескiнченностi, i використавши граничнi спiввiдношення (3.85)
та (3.86), отримуємо

U
′
(W + h) = 1, для всiх h ∈ R \ {0}, (3.87)

що протирiчить граничному спiввiдношенню (3.83). Отже

lim
t→+∞

U(W + t) = +∞. (3.88)

Надалi будемо вважати, що t > h. З опуклостi вгору функцiї U(·), для будь-якого
h > 0, з нерiвностей W + h < W + t < W + t+ h для будь-якого θ ∈ [0, 1] випливає

U(θ(W + h) + (1− θ)(W + t+ h)) ≥ θU(W + h) + (1− θ)U(W + t+ h). (3.89)

Пiдставляючи θ = h/t в нерiвнiсть (3.89), отримуємо

t

t− h
U(W + t)− h

t− h
U(W + h) ≥ U(W + t+ h). (3.90)

Звернемо увагу на те, що

t

t− h
U(W + t)− h

t− h
U(W + h) ∼ U(W + t), (3.91)

при t→ +∞.
Оскiльки похiдна функцiї U(·) є строго додатною, то для будь-якого h > 0 та до-

вiльного t виконується нерiвнiсть

U(W + t+ h) > U(W + t). (3.92)

Комбiнуючи (3.90) та (3.92), одержуємо

t

t− h
U(W + t)− h

t− h
U(W + h) ≥ U(W + t+ h) > U(W + t). (3.93)

З (3.93) в силу (3.91) отримуємо

lim
t→+∞

U(W + t+ h)

U(W + t)
= 1, для всiх h > 0. (3.94)

У випадку h < 0 для t > 0 виконуються нерiвностi W + h < W + t + h < W + t, з
яких, завдяки опуклостi вгору функцiї U(·), для будь-якого θ ∈ [0, 1] слiдує

U(θ(W + h) + (1− θ)(W + t)) ≥ θU(W + h) + (1− θ)U(W + t). (3.95)

Пiдставляючи θ = h/(h− t) в нерiвнiсть (3.95), отримуємо

U(W + t+ h) ≥ h

h− t
U(W + h) +

t

t− h
U(W + t). (3.96)
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Очевидно, що

h

h− t
U(W + h) +

t

t− h
U(W + t) ∼ U(W + t), при t→ +∞. (3.97)

Оскiльки h < 0 i функцiя U(·) є строго зростаючою, то

U(W + t) > U(W + t+ h). (3.98)

Комбiнуючи (3.96) та (3.98), отримуємо

U(W + t) > U(W + t+ h) ≥ h

h− t
U(W + h) +

t

t− h
U(W + t). (3.99)

Перейшовши до границi при t прямуючому до нескiнченностi в (3.99) та викори-
ставши граничне спiввiдношення (3.97), одержуємо

lim
t→+∞

U(W + t+ h)

U(W + t)
= 1, для всiх h < 0. (3.100)

Так як U
′
(·) є незростаючою додатною функцiєю, то з граничного спiввiдношення

(3.88) слiдує, що

lim
t→+∞

U
′
(W + t)

U(W + t)
= 0. (3.101)

Подiливши тепер лiву та праву частину рiвняння (3.82) на U(W + t) i перейшовши
до границi при t прямуючому до нескiнченностi, з використанням граничних спiввiдно-
шень (3.94), (3.100) та (3.101), отримуємо

U
′
(W + h) = 1, для h ∈ R \ {0}. (3.102)

Врахувавши при цьому неперервнiсть функцiї U ′
(·), рiвняння (3.102) може бути

переписане в термiнах вихiдного параметра x ∈ R

U
′
(x) = 1, (3.103)

звiдки, з використанням умови U(W ) = 0, отримуємо друге допустиме представлення
для функцiї корисностi U(·)

U(x) = x−W. (3.104)

Комбiнуючи (3.104) з перехiдною тотожнiстю (3.59), отримуємо вiдповiдне допусти-
ме представлення для вихiдної функцiї корисностi U(x)

U(x) = U ′(W )(x−W ) + u(W )

або U(x) = ax + b з деякими сталими a та b. Бiльш того, стала a повинна бути строго
додатною.

Це завершує доведення теореми 3.6.

Зауваження 3.2. Теорему 3.6 доведено для принципу еквiвалентної корисностi стра-
ховика, при довiльному виборi початкового капiталу W та вiдсутностi обмежень на
нього в межах доведення, тому представлене доведення залишається вiрним також для
принципу нульової корисностi страховика пiсля пiдстановки W := 0 та формальної за-
мiни πе.к.с.[·] на πн.к.с.[·]. Схожа технiка використовуватиметься при доведеннi теорем
3.7, 3.8 та 3.9.
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Зауваження 3.3. Користуючись простою технiкою вiд противного, в якостi прикла-
ду аргументацiї можна використати мiркування аналогiчнi представленим нами для
принципу середнього значення, доведення теореми 3.6 може бути використане для де-
монстрацiї того, що випадок U(x) = ax + b, для a > 0, є єдиним можливим випадком
спiвпадання принципу еквiвалентної/нульової корисностi страховика з нетто принци-
пом, а випадок U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, є єдиним можливим випадком
спiвпадання принципу еквiвалентної/нульової корисностi страховика з експоненцiйним
принципом.

На вiдмiну вiд принципу еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта, який володiє
властивiстю конзистентностi лише при деякому спецiальному виборi функцiї корисно-
стi, принцип еквiвалентної/нульової корисностi страховика володiє властивiстю кон-
зистентностi при довiльному виборi допустимої функцiї корисностi, а саме має мiсце
теорема.

Теорема 3.7. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страховика володiє вла-
стивiстю конзистентностi при довiльному виборi функцiї корисностi капiталу стра-
ховика U(x) ∈ C2(R), такої, що U ′(x) > 0 та U ′′(x) ≤ 0 для x ∈ R.

Доведення. Оскiльки для будь-якого ризику X, довiльного початкового капiталу W ,
будь-якої допустимої функцiї корисностi капiталу U(·) та довiльного c ∈ R виконуються
тотожностi

U(W ) = E[U(W + πе.к.с.[X + c]− (c+X))]

= E[U(W + (πе.к.с.[X + c]− c)−X)]

= E[U(W + πе.к.с.[X]−X)] = U(W ),

то
πе.к.с.[X + c]− c = πе.к.с.[X] або πе.к.с.[X + c] = πе.к.с.[X] + c,

що й доводить твердження теореми.

Наступна теорема демонструє умови володiння властивiстю iтеративностi принци-
пом еквiвалентної/нульової корисностi страховика.

Теорема 3.8. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страховика володiє вла-
стивiстю iтеративностi тодi й лише тодi, коли U(x) = ax+ b, для a > 0, чи U(x) =
= −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, тобто, лише у випадках, коли вiн спiвпадає або з
нетто принципом, або з експоненцiйним принципом.

Доведення. Почнемо з доведення твердження достатностi. У випадку U(x) = ax + b,
для a > 0, для будь-яких ризикiв X та Y , i будь-якого початкового капiталу страховика
W , з рiвняння (2.28) слiдує, що

aW + b = aW + a πе.к.с.[X|Y ]− aE[X|Y ] + b,

тобто, у випадку лiнiйної функцiї корисностi, маємо

πе.к.с.[X|Y ] = E[X|Y ],

бiльш того, знову ж таки з рiвняння (2.28) маємо, що

aW + b = aW + a πе.к.с.[πе.к.с.[X|Y ]]− aE[πе.к.с.[X|Y ]] + b,
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тобто, використавши твердження (a) леми 3.3, остаточно отримуємо

πе.к.с.[πе.к.с.[X|Y ]] = E[πе.к.с.[X|Y ]] = E[E[X|Y ]] = πе.к.с.[X],

отже, властивiсть iтеративностi виконується у випадку лiнiйної функцiї корисностi
страховика.

У випадку U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, для будь-яких ризикiв X та Y i
довiльного W , з рiвняння (2.28) слiдує

−αe−βW + γ = −α e−βW · e−βπе.к.с.[X|Y ] · E[e−βX |Y ] + γ,

тобто, в даному випадку отримуємо

πе.к.с.[X|Y ] =
1

β
log(E[e−βX |Y ]).

Бiльш того, з рiвняння (2.28) для ризику πе.к.с.[X|Y ] у випадку експоненцiйної функцiї
корисностi страховика отримуємо

−αe−βW + γ = −α e−βW · e−βπе.к.с.[πе.к.с.[X|Y ]] · E[e−βπе.к.с.[X|Y ]] + γ,

отже, використавши твердження (b) леми 3.3, остаточно отримуємо

πе.к.с.[πе.к.с.[X|Y ]] =
1

β
log(E[e−βπе.к.с.[X|Y ]]) =

1

β
log(E[e−β· 1

β
log(E[e−βX |Y ])

])

=
1

β
log(E[E[e−βX |Y ]]) = πе.к.с.[X],

тобто, властивiсть iтеративностi виконується у випадку експоненцiйної функцiї кори-
сностi страховика, що й доводить твердження достатностi теореми.

Перейдемо до доведення твердження необхiдностi. Розглянемо випадкову величину
Y , яка приймає значення h1 та h2 (тут hi, для i = 1, 2, — це довiльнi дiйснi числа з
iнтервалу [0, 1]) з ймовiрностями 1/2 та 1/2.

Нехай тепер ризик X̄ має наступний умовний розподiл при вiдомих значеннях ве-
личини Y

P{X̄ = t |Y = hi} = hi, для i = 1, 2;

P{X̄ = 0 |Y = hi} = 1− hi, для i = 1, 2.

Користуючись формулою повної ймовiрностi, знаходимо безумовний розподiл ризи-
ку X̄, а саме,

P{X̄ = t} =

2∑
i=1

P{X̄ = t |Y = hi} · P{Y = hi} =
h1 + h2

2
;

P{X̄ = 0} =

2∑
i=1

P{X̄ = 0 |Y = hi} · P{Y = hi} = 1− h1 + h2
2

.

Звернемо увагу на те, що безумовний розподiл ризику X̄ спiвпадає з розподiлом ризику
Xt

p̄, де p̄ = (h1 + h2)/2. Завдяки цьому повинна виконуватися тотожнiсть

πе.к.с.[X̄] = πе.к.с.[X
t
p̄]. (3.105)
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Рiвняння (2.28) для умовної премiї πе.к.с.[X̄ |Y = hi], (i = 1, 2), має вигляд

U(W ) = U(W + πе.к.с.[X̄ |Y = hi]− t) · hi + U(W + πе.к.с.[X̄ |Y = hi]) · (1− hi),

i спiвпадає з рiвнянням еквiвалентної корисностi для премiї πе.к.с.[X
t
hi
], (i = 1, 2), а

саме,
U(W ) = U(W + πе.к.с.[X

t
hi
]− t) · hi + U(W + πе.к.с.[X

t
hi
]) · (1− hi),

тому виконується наступна тотожнiсть

πе.к.с.[X̄ |Y = hi] = πе.к.с.[X
t
hi
], для i = 1, 2, (3.106)

бiльш того, у випадку iтеративного принципу еквiвалентної корисностi страховика спра-
ведлива рiвнiсть

πе.к.с.[X̄] = πе.к.с.[πе.к.с.[X̄|Y ]]. (3.107)

Скомбiнувавши тотожнiсть (3.107) з рiвнянням (2.28) для ризику πе.к.с.[X̄|Y ], отри-
муємо наступне рiвняння еквiвалентної корисностi

U(W ) = E[U(W + πе.к.с.[X̄]− πе.к.с.[X̄|Y ])]. (3.108)

Взявши до уваги можливi значення величини Y , рiвняння (3.108) може бути переписане
в наступному еквiвалентному виглядi

U(W ) =
1

2

2∑
i=1

U(W + πе.к.с.[X̄]− πе.к.с.[X̄|Y = hi]).

Використавши тотожностi (3.105) та (3.106), рiвняння (3.108) можна звести до вигляду.

U(W ) =
1

2

2∑
i=1

U(W + πе.к.с.[X
t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
hi
]). (3.109)

Продиференцiювавши його по h1, матимемо

0 =
1

2
U ′(W + πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
h1
]) ·
[
1

2

∂

∂h1
πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− ∂

∂h1
πе.к.с.[X

t
h1
]

]
+

1

2
U ′(W + πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
h2
]) · 1

2

∂

∂h1
πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

].

Продиференцiювавши отримане рiвняння по h1, маємо

0 =
1

2
U ′′(W + πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
h1
]) ·
[
1

2

∂

∂h1
πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− ∂

∂h1
πе.к.с.[X

t
h1
]

]2
+

1

2
U ′(W + πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
h1
]) · 1

4

∂2

(∂h1)2
πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]

− 1

2
U ′(W + πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
h1
]) · ∂2

(∂h1)2
πе.к.с.[X

t
h1
]

+
1

2
U ′′(W + πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
h2
]) ·
[
1

2

∂

∂h1
πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]

]2
+

1

2
U ′(W + πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
h2
]) · 1

4

∂2

(∂h1)2
πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

].
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Пiдставивши h1 = h2 =: h в останнє рiвняння, маємо

0 =
1

2
U ′′(W ) ·

[
−1

2

∂

∂h
πе.к.с.[X

t
h]

]2
+

1

2
U ′(W )

[
−3

4

∂2

(∂h)2
πе.к.с.[X

t
h]

]
+

1

2
U ′′(W ) ·

[
1

2

∂

∂h
πе.к.с.[X

t
h]

]2
+

1

2
U ′(W ) ·

[
1

4

∂2

(∂h)2
πе.к.с.[X

t
h]

]
звiдси отримуємо диференцiальне рiвняння для πе.к.с.[X

t
h] як функцiї параметра h, озна-

ченої для 0 ≤ h ≤ 1, а саме,

U ′′(W ) ·
[
∂

∂h
πе.к.с.[X

t
h]

]2
= U ′(W ) · ∂2

(∂h)2
πе.к.с.[X

t
h]. (3.110)

з граничними умовами

πе.к.с.[X
t
0] = 0 та πе.к.с.[X

t
1] = t, (3.111)

що слiдують iз тверджень (a) та (b) леми 3.4.
Оскiльки функцiя U(·) є опуклою вгору, то U ′′(W ) ≤ 0. Розв’язуючи рiвняння

(3.110), будемо розглядати окремо наступнi випадки: U ′′(W ) < 0 та U ′′(W ) = 0.
Почнемо з випадку U ′′(W ) = 0. Тодi рiвняння (3.110) набуває вигляду

∂2

(∂h)2
πе.к.с.[X

t
h] = 0. (3.112)

Звiдси маємо, що
πе.к.с.[X

t
h] = κ1h+ κ2, (3.113)

з деякими константами κ1 та κ2. Врахувавши при цьому граничнi умови (3.111), отри-
маємо

πе.к.с.[X
t
h] = h t. (3.114)

Звiдки
∂

∂h
πе.к.с.[X

t
h]

∣∣∣∣
h=0

= t. (3.115)

Скомбiнувавши (3.115) з тотожнiстю (c) леми 3.4, для функцiї корисностi U(·) отри-
муємо рiвняння

0 = U(W − t)− U(W ) + U ′(W ) t. (3.116)

Параметр t приймав значення в множинi R\{0}, проте, використавши неперервнiсть
функцiї U(·) та здiйснивши замiну
W − t =: x, рiвняння (3.116) може бути записаним в термiнах вихiдного параметра
x ∈ R:

U(x) = U ′(W ) · (x−W ) + U(W )

або U(x) = ax + b з деякими константами a та b. З припущення U ′(W ) > 0 слiдує, що
a > 0.

Розв’яжемо рiвняння (3.110) у випадку U ′′(W ) < 0. Для зручностi обчислень зро-
бимо замiну

Z(h) :=
∂

∂h
πе.к.с.[X

t
h],

та запишемо рiвняння (3.110) в наступнiй формi

U ′′(W ) · Z2(h) = U ′(W )Z ′(h). (3.117)
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Розв’язком рiвняння (3.117) є функцiя

−Z−1(h) =
U ′′(W )

U ′(W )
h− κ1, для деякої константи κ1.

Повернувшись до πе.к.с.[X
t
h], отримуємо

∂

∂h
πе.к.с.[X

t
h] =

1

κ1 − U ′′(W )
U ′(W ) h

. (3.118)

Рiвняння (3.118) має наступний розв’язок, при деякiй κ2,

πе.к.с.[X
t
h] = − U ′(W )

U ′′(W )
· log

∣∣∣∣(κ1 − U ′′(W )

U ′(W )
h

)
e
−κ2

U′′(W )

U′(W )

∣∣∣∣ . (3.119)

Застосувавши граничну умову πе.к.с.[X
t
0] = 0 до розв’язку (3.119), отримуємо

log

∣∣∣∣(κ1 − U ′′(W )

U ′(W )
· 0
)
e
−κ2

U′′(W )

U′(W )

∣∣∣∣ = 0, тобто κ1 = e
κ2

U′′(W )

U′(W ) .

Тодi (3.119) можна переписати в наступному виглядi

πе.к.с.[X
t
h] = − U ′(W )

U ′′(W )
· log

∣∣∣∣1− U ′′(W )

U ′(W )
· h · e−κ2

U′′(W )

U′(W )

∣∣∣∣ . (3.120)

Застосувавши граничну умову πе.к.с.[X
t
1] = t до розв’язку (3.120), отримуємо

log

∣∣∣∣1− U ′′(W )

U ′(W )
· 1 · e−κ2

U′′(W )

U′(W )

∣∣∣∣ = − t · U
′′(W )

U ′(W )
. (3.121)

Оскiльки U ′(W ) > 0, а U ′′(W ) < 0, то

U ′′(W )

U ′(W )
< 0, отже, 1− U ′′(W )

U ′(W )
· e−κ2

U′′(W )

U′(W ) > 0,

з чого випливає, що тотожнiсть (3.121) можна переписати наступним чином

− U ′′(W )

U ′(W )
· e−κ2

U′′(W )

U′(W ) = e
− t·U

′′(W )

U′(W ) − 1. (3.122)

Комбiнуючи розв’язок (3.120) з тотожнiстю (3.122), ми отримуємо розв’язок рiвня-
ння (3.110), який задовольняє граничнi умови (3.111) у випадку U ′′(W ) < 0, а саме,

πе.к.с.[X
t
h] = − U ′(W )

U ′′(W )
· log

∣∣∣∣1 + h

(
e
− t·U

′′(W )

U′(W ) − 1

)∣∣∣∣ .
Продиференцiювавши πе.к.с.[X

t
h] по параметру h та пiдставивши в одержаний таким

чином вираз значення h = 0, отримуємо

∂

∂h
πе.к.с.[X

t
h]

∣∣∣∣
h=0

= − U ′(W )

U ′′(W )
·
(
e
− t·U

′′(W )

U′(W ) − 1

)
. (3.123)

Комбiнуючи представлення (3.123) з тотожнiстю (c) леми 3.4, для функцiї U(·) от-
римуємо

0 = U(W − t)− U(W )− U ′(W ) · U
′(W )

U ′′(W )
·
(
e
− t·U

′′(W )

U′(W ) − 1

)
. (3.124)
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Параметр t приймав значення в R \ {0}, проте, з неперервностi функцiї U(·) та
замiни W − t =: x, слiдує, що рiвняння (3.124) може бути записане в термiнах вихiдного
параметра x ∈ R:

U(x) =
(U ′(W ))2

U ′′(W )
· e−W

U′′(W )

U′(W ) · ex
U′′(W )

U′(W ) − (U ′(W ))2

U ′′(W )
+ U(W )

або U(x) = −αe−βx + γ з деякими константами α, β та γ. Бiльш того, умови U ′(W ) >
> 0 та U ′′(W ) < 0 вимагають додаткових обмежень для параметрiв α та β, а саме,
min[α, β] > 0.

Це завершує доведення теореми 3.8.

Наступна теорема демонструє необхiднi та достатнi умови володiння властивiстю
мультиплiкативної iнварiантностi принципом еквiвалентної/нульової корисностi стра-
ховика.

Теорема 3.9. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страховика володiє вла-
стивiстю мультиплiкативної iнварiантностi тодi й лише тодi, коли U(x) = ax+ b,
для a > 0, тобто, лише у випадку спiвпадання з нетто принципом.

Доведення. Почнемо з доведення твердження достатностi. У випадку U(x) = ax + b,
при a > 0, для будь-якого ризику X, довiльного W та будь-якого Θ > 0 з рiвняння
(2.28) слiдує, що

aW + b = aW + aπе.к.с.[ΘX]− aΘE[X] + b,

отже, використовуючи твердження (a) леми 3.4, отримуємо

πе.к.с.[ΘX] = ΘE[X] = Θπе.к.с.[X],

тобто, принцип еквiвалентної корисностi страховика володiє властивiстю мультиплiка-
тивної iнварiантностi у випадку лiнiйної функцiї U(x).

Перейдемо до доведення твердження необхiдностi. У випадку мультиплiкативно iн-
варiантного принципу еквiвалентної корисностi страховика, для будь-якого W та до-
вiльного Θ > 0, рiвняння (2.28) для ризику ΘXt

p набуватиме вигляду

U(W ) = U(W +Θπе.к.с.[X
t
p]−Θt) · p+ U(W +Θπе.к.с.[X

t
p]) · (1− p).

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра p в щойно одержаному рiвнян-
нi, отримуємо

0 = U ′(W +Θπе.к.с.[X
t
p]−Θt) ·Θ · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · p

+ U(W +Θπе.к.с.[X
t
p]−Θt) − U(W +Θπе.к.с.[X

t
p]) (3.125)

+ U ′(W +Θπе.к.с.[X
t
p]) ·Θ · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · (1− p).

Пiдставивши p = 1 в рiвняння (3.125) та використавши тотожнiсть (b) леми 3.4 та
додатнiсть параметра Θ, отримуємо

U ′(W ) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

=
U(W +Θt)− U(W )

Θ
. (3.126)
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Рiвняння (3.126) та тотожнiсть (d) леми 3.4 мають однаковi лiвi частини, отже, їхнi
правi частини теж повиннi бути рiвними. Звiдки маємо, що

U(W + t)− U(W ) =
U(W +Θt)− U(W )

Θ
. (3.127)

Продиференцiювавши лiву й праву частини рiвняння (3.127) вiдносно параметра t,
отримуємо

U ′(W + t) = U ′(W +Θt),

а тому
U ′(x) = a > 0, для x ∈ R.

Звiдси
U(x) = ax+ b, для x ∈ R, та a > 0.

Це завершує доведення теореми 3.9.

Звернемо увагу на те, що аналогу теорем 3.5 та 3.14 не iснує для принципу еквiва-
лентної/нульової корисностi страховика.

3.2.3 Принцип еквiвалентної корисностi клiєнта
В цьому параграфi представлено характеризацiйнi теореми для властивостей ади-

тивностi, конзистентностi, iтеративностi та мультиплiкативної iнварiантностi якими мо-
же володiти або не володiти принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта.

Звернемо увагу на те, що принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта є iнва-
рiантним по вiдношенню до лiнiйних перетворень функцiї корисностi капiталу клiєнта,
тобто, принцип, що базується на функцiї u(x), та принцип, що базується на функцiї
ū(x) = l1u(x)+ l2, для l1 > 0, породжуватимуть однаковi премiї для однакових ризикiв.
Умова l1 > 0 накладається для збереження припущення зростання функцiї корисностi
капiталу клiєнта.

В подальшому, з метою спрощення обчислень, при доведеннi тверджень, що сто-
суються властивостей адитивностi та конзистентностi, фiксуємо значення початкового
капiталу клiєнта ω, отримуємо допустимi представлення для функцiї

ū(x) = l1u(x) + l2, при l1 =
1

u′(ω)
та l2 = − u(ω)

u′(ω)
, (3.128)

а потiм повертаємося до вихiдної функцiї корисностi клiєнта u(x).
Звернемо увагу на те, що щойно означена нормована функцiя корисностi капiталу

клiєнта ū(x) задовольняє наступнi граничнi умови

ū(ω) = 0, ū′(ω) = 1 та ū′′(ω) = κ, (3.129)

з деякою дiйсною константою κ ≤ 0.
В подальшому нам знадобляться наступнi двi леми.

Лема 3.5. (a) Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта оснований на фун-
кцiї u(x) = ax + b, при a > 0, еквiвалентний нетто принципу. (b) Принцип еквiва-
лентної/нульової корисностi клiєнта оснований на функцiї u(x) = −αe−βx + γ, при
min[α, β] > 0, еквiвалентний експоненцiйному принципу з параметром β.

В справедливостi обох тверджень леми 3.5 легко переконатися за допомогою безпо-
середньої перевiрки.
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Лема 3.6. Премiя еквiвалентної корисностi клiєнта для ризику Xt
p, що базується на

довiльнiй допустимiй функцiї корисностi капiталу клiєнта u(·) задовольняє наступнi
тотожностi

(a) πе.к.к.[X
t
0] = 0;

(b) − u′(ω) · ∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= u(ω − t)− u(ω);

(c)
∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= −ū(ω − t);

(d)
∂2

(∂p)2
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= κ ū2(ω − t).

Доведення. Вихiдне рiвняння (2.26) для ризику Xt
p матиме наступний вигляд

u(ω − πе.к.к.[X
t
p]) = u(ω − t)p+ u(ω)(1− p). (3.130)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.130) та взявши до уваги строгу монотоннiсть
функцiї, u(·) отримуємо тотожнiсть (a) леми 3.6

πе.к.к.[X
t
0] = 0. (3.131)

Продиференцiюємо по p спiввiдношення (3.130)

−u′(ω − πе.к.к.[X
t
p]) ·

∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p] = u(ω − t)− u(ω). (3.132)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.132), отримуємо

−u′(ω − πе.к.к.[X
t
0]) ·

∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= u(ω − t)− u(ω). (3.133)

Скомбiнувавши (3.131) та (3.133), отримуємо твердження (b) леми 3.6

−u′(ω) · ∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= u(ω − t)− u(ω). (3.134)

У випадку нормованої функцiї корисностi ū(x), завдяки граничним умовам (3.129),
з рiвняння (3.134) випливає тотожнiсть (c) леми 3.6

∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= −ū(ω − t). (3.135)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра p з обох сторiн рiвняння
(3.132), отримуємо

u′′(ω − πе.к.к.[X
t
p]) ·

(
∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

)2

−

− u′(ω − πе.к.к.[X
t
p]) ·

∂2

(∂p)2
πе.к.к.[X

t
p] = 0.

(3.136)

У випадку нормованої функцiї корисностi ū(x) пiсля пiдстановки p = 0 в рiвняння
(3.136) та використання тотожностей (3.131) i (3.135), а також граничних умов (3.129),
отримуємо тотожнiсть (d) леми 3.6.

∂2

(∂p)2
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= κ ū2(ω − t). (3.137)

Це й завершує доведення леми 3.6.



Роздiл 3. Властивостi та характеризацiйнi теореми 60

Наступна теорема дає необхiднi та достатнi умови володiння властивiстю адитив-
ностi принципом еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта пiдрахунку вартостi стра-
хових контрактiв.

Теорема 3.10. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта володiє властивi-
стю адитивностi тодi й лише тодi, коли u(x) = ax+b, для a > 0, чи u(x) = −αe−βx+γ,
для min[α, β] > 0, тобто, лише у випадках, коли вiн спiвпадає або з нетто принципом,
або з експоненцiйним принципом.

Зауважимо, що клас функцiй u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, мiстить в собi,
зокрема, всi функцiї виду u(x) = −τ−x, для деякої дiйсної константи τ > 1.

Доведення. Почнемо з доведення твердження достатностi. У випадку u(x) = ax+b, при
a > 0, для довiльного ω та будь-яких двох незалежних ризикiв X1 та X2 з вихiдного
рiвняння (2.26) слiдує

a(ω − πе.к.к.[X1 +X2]) + b = E[a(ω −X1 −X2) + b],

тобто, використовуючи твердження (a) леми 3.5, отримуємо

πе.к.к.[X1 +X2] = E[X1] + E[X2] = πе.к.к.[X1] + πе.к.к.[X2].

При тих же умовах, у випадку u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0,

−αe−β(ω−πе.к.к.[X1+X2]) + γ = −αe−βωE[eβX1 ]E[eβX2 ] + γ,

тобто, використовуючи твердження (b) леми 3.5, отримуємо

πе.к.к.[X1 +X2] =
1

β
log(E[eβX1 ]) +

1

β
log(E[eβX2 ]) = πе.к.к.[X1] + πе.к.к.[X2].

Доведення твердження достатностi завершено, перейдемо до доведення твердження
необхiдностi.

Нагадаємо, що ризик Xt
p+Y

h
q прийматиме значення t+h, t, h та 0 з ймовiрностями

p q, p (1− q), (1− p)q та (1− p)(1− q) вiдповiдно.
У випадку адитивного принципу еквiвалентної корисностi клiєнта, вихiдне рiвняння

(2.26) для ризику Xt
p+Y

h
q , що базується на нормованiй функцiї корисностi ū(x) матиме

наступний вигляд

ū(ω − πе.к.к.[X
t
p]− πе.к.к.[Y

h
q ]) = ū(ω − t− h)p q+

+ ū(ω − t)p (1− q) + ū(ω − h)(1− p)q.
(3.138)

Перейшовши послiдовно до частинних похiдних вiдносно p, а потiм вiдносно q з обох
сторiн рiвняння (3.138), отримуємо

ū′′(ω − πе.к.к.[X
t
p]− πе.к.к.[Y

h
q ]) ·

∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p] ·

∂

∂q
πе.к.к.[Y

h
q ] =

= ū(ω − t− h)− ū(ω − t)− ū(ω − h).

(3.139)

Пiдставивши p = q = 0 в рiвняння (3.139) i використавши твердження (a) та (c) ле-
ми 3.6, а також граничну умову ū′′(ω) = κ, отримуємо рiвняння, яке нормована функцiя
ū(·) повинна задовольняти у випадку адитивного принципу еквiвалентної корисностi
клiєнта

κ ū(ω − t) ū(ω − h) = ū(ω − t− h)− ū(ω − t)− ū(ω − h). (3.140)
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У випадку κ = 0 рiвняння (3.140) спрощується до наступного

ū(ω − t− h) = ū(ω − t) + ū(ω − h). (3.141)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра h з обох сторiн рiвняння
(3.141), отримуємо

ū′(ω − t− h) = ū′(ω − h). (3.142)

Перейшовши до границi при h прямуючому до нуля з обох сторiн рiвняння (3.142),
використавши неперервнiсть функцiї ū′(·) та граничну умову ū′(ω) = 1, отримуємо

ū′(ω − t) = 1. (3.143)

Використавши (3.143) та граничну умову ū(ω) = 0 отримуємо перше допустиме
представлення для нормованої функцiї ū(x), а саме

ū(x) = x− ω. (3.144)

Скомбiнувавши (3.144) з перехiдною тотожнiстю (3.128), одержимо, що у випадку
κ = 0 вихiдна функцiя корисностi u(x) мусить бути функцiєю виду u(x) = ax + b з
деякими сталими a та b. Додатнiсть першої похiдної функцiї корисностi приводить до
нерiвностi a > 0.

У випадку κ < 0, перейшовши послiдовно до частинних похiдних вiдносно параме-
тра t, а потiм вiдносно параметра h з обох сторiн рiвняння (3.140), отримуємо

κ ū′(ω − t) ū′(ω − h) = ū′′(ω − t− h). (3.145)

Перейшовши до границi при h прямуючому до нуля з обох сторiн рiвняння (3.145)
та використавши граничну умову ū′(ω) = 1, маємо

ū′′(ω − t) = κ ū′(ω − t). (3.146)

З рiвняння (3.146) та граничних умов ū′(ω) = 1 i ū(ω) = 0 слiдує

ū(ω − t) =
eκ (ω−t) · e−κω − 1

κ

або
ū(x) =

eκx · e−κω − 1

κ
. (3.147)

Взявши до уваги ū′′(ω) = κ, використавши представлення (3.147) та перехiдну то-
тожнiсть (3.128), отримуємо вiдповiдне допустиме представлення для вихiдної функцiї
корисностi u(x), а саме,

u(x) =
u′(ω) e−ū′′(ω)·ω

ū′′(ω)
· eū′′(ω)·x − u′(ω)

ū′′(ω)
+ u(ω). (3.148)

З представлення (3.148) слiдує, що у випадку ū′′(ω) < 0 вихiдна функцiя корисностi
u(x) повинна бути функцiєю виду u(x) = −αe−βx + γ, з деякими сталими α, β та γ.
Бiльш того, з умов u′(ω) > 0 та ū′′(ω) < 0 маємо, що α > 0 та β > 0 або, що те саме,
min[α, β] > 0.

Це завершує доведення теореми 3.10.
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Зауваження 3.4. Ми продемонстрували доведення теореми 3.10 для принципу еквiва-
лентної корисностi клiєнта, проте завдяки довiльностi вибору початкового капiталу ω
та вiдсутностi обмежень на нього в межах доведення, представлене доведення залиша-
ється вiрним також для принципу нульової корисностi клiєнта пiсля пiдстановки ω := 0
та формальної замiни πе.к.к.[·] на πн.к.к.[·]. Схожа технiка використовуватиметься при
доведеннi теорем 3.11, 3.12 та 3.13.

Зауваження 3.5. Користуючись простою технiкою вiд противного, в якостi прикладу
аргументацiї можна використати ранiше представлену нами аргументацiю для прин-
ципу середнього значення, доведення теореми 3.10 може бути використане для демон-
страцiї того, що випадок u(x) = ax + b, для a > 0, є єдиним можливим випадком
спiвпадання принципу еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта з нетто принципом, а
випадок u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, є єдиним можливим випадком спiвпада-
ння принципу еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта з експоненцiйним принципом.

Наступна теорема демонструє необхiднi та достатнi умови володiння властивiстю
конзистентностi принципом еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта пiдрахунку вар-
тостi страхових контрактiв.

Теорема 3.11. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта має властивiсть
конзистентностi тодi й лише тодi, коли u(x) = ax+b, для a > 0, чи u(x) = −αe−βx+γ,
для min[α, β] > 0, тобто, лише у випадках, коли вiн спiвпадає або з нетто принципом,
або з експоненцiйним принципом.

Доведення. Почнемо з доведення твердження достатностi. У випадку u(x) = ax + b,
при a > 0, для будь-якого ω, будь-якого ризику X та довiльного c, з вихiдного рiвняння
(2.26) слiдує, що

a(ω − πе.к.к.[X + c]) + b = E[a(ω −X − c) + b],

тобто, використовуючи твердження (a) леми 3.5, отримуємо

πе.к.к.[X + c] = E[X] + c = πе.к.к.[X] + c.

При тих же умовах, у випадку функцiї u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, маємо

−αe−β(ω−πе.к.к.[X+c]) + γ = E[−αe−β(ω−X−c) + γ],

тобто, використавши твердження (b) леми 3.5, отримуємо

πе.к.к.[X + c] =
1

β
log(E[eβX ]) + c = πе.к.к.[X] + c.

Це завершує доведення твердження достатностi. Перейдемо до доведення твердження
необхiдностi.

У випадку конзистентного принципу еквiвалентної корисностi клiєнта вихiдне рiв-
няння (2.26) для ризику Xt

p + c, що базується на нормованiй функцiї корисностi ū(x)
матиме наступний вигляд

ū(ω − πе.к.к.[X
t
p]− c) = ū(ω − t− c) · p+ ū(ω − c) · (1− p). (3.149)

Перейшовши до других частинних похiдних вiдносно параметра p з обох сторiн рiвняння
(3.149), отримуємо

− ū′(ω − πе.к.к.[X
t
p]− c) · ∂2

(∂p)2
πе.к.к.[X

t
p] = 0. (3.150)
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Пiдставивши значення p = 0 в рiвняння (3.150) та використавши твердження (a) та (c)
леми 3.6, маємо

ū′′(ω − c) · ū2(ω − t)− ū′(ω − c)
∂2

(∂p)2
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= 0. (3.151)

Так як функцiя ū(x) є строго зростаючою, то без втрати загальностi, рiвняння (3.151)
можна переписати наступним чином

∂2

(∂p)2
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

=
ū′′(ω − c) · ū2(ω − t)

ū′(ω − c)
. (3.152)

З рiвняння (3.152) та тотожностi (d) леми 3.6 випливає рiвняння для функцiї ū(x)

ū′′(ω − c) = κū′(ω − c), для всiх c ∈ R. (3.153)

У випадку κ = 0 рiвняння (3.153) набирає вигляду

ū′′(ω − c) = 0.

Таким чином, взявши до уваги граничнi умови ū(ω) = 0 та ū′(ω) = 1, функцiя ū(x)
мусить бути функцiєю виду

ū(x) = x− ω. (3.154)

Скомбiнувавши представлення (3.154) з перехiдною тотожнiстю (3.128), отримуємо
вiдповiдне допустиме представлення для вихiдної функцiї корисностi: u(x) = ax + b
з деякими сталими a та b. Позитивнiсть першої похiдної функцiї u(x) дає додаткове
обмеження для параметра a, а саме, a > 0.

У випадку κ < 0 з рiвняння (3.153), використавши граничнi умови ū′(ω) = 1 та
ū(ω) = 0, будемо мати

ū(ω − c) =
eκ (ω−c) · e−κω − 1

κ

або
ū(x) =

eκx · e−κω − 1

κ
. (3.155)

Взявши до уваги ū′′(ω) = κ, використавши представлення (3.155) та перехiдну то-
тожнiсть (3.128), отримуємо вiдповiдне допустиме представлення для вихiдної функцiї
корисностi u(x)

u(x) =
u′(ω) e−ū′′(ω)·ω

ū′′(ω)
· eū′′(ω)·x − u′(ω)

ū′′(ω)
+ u(ω). (3.156)

З представлення (3.156) слiдує, що у випадку ū′′(ω) < 0 вихiдна функцiя корисностi
u(x) повинна бути функцiєю виду u(x) = −αe−βx + γ з деякими сталими α, β та γ.
Бiльш того, з умов u′(ω) > 0 та ū′′(ω) < 0 слiдує, що α > 0 та β > 0, або, що те саме,
min[α, β] > 0.

Це завершує доведення теореми 3.11.

Зауваження 3.6. Звернемо увагу на те, що твердження необхiдностi теореми 3.10
слiдує також з твердження теореми 3.11 скомбiнованого з властивiстю вiдсутностi не-
обгрунтованої надбавки на ризик, яка очевидно виконується для принципу еквiвален-
тної/нульової корисностi клiєнта.
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На вiдмiну вiд принципу еквiвалентної/нульової корисностi страховика, який во-
лодiє властивiстю iтеративностi лише у випадках експоненцiйної чи лiнiйної функцiї
корисностi, принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта володiє властивiстю iте-
ративностi при довiльному виборi допустимої функцiї корисностi. Має мiсце теорема.

Теорема 3.12. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта володiє власти-
вiстю iтеративностi при довiльному виборi функцiї корисностi u(x) ∈ C2(R) такої,
що u′(x) > 0 та u′′(x) ≤ 0 для x ∈ R.

Доведення. Для будь-яких двох ризикiв X та Y , будь-якого початкового капiталу клi-
єнта ω та будь-якої допустимої функцiї корисностi капiталу клiєнта u(x) отримуємо

πе.к.к.[πе.к.к.[X|Y ]] = −u−1(E[u(ω − πе.к.к.[X|Y ])]) + ω

= −u−1(E[u(ω + u−1(E[u(ω −X)|Y ])− ω)]) + ω

= −u−1(E[E[u(ω −X)|Y ]]) + ω

= −u−1(E[u(ω −X)]) + ω = πе.к.к.[X],

що й доводить твердження теореми.

Наступна теорема дає необхiднi та достатнi умови володiння властивiстю мульти-
плiкативної iнварiантностi принципом еквiвалентної/ нульової корисностi клiєнта.

Теорема 3.13. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта володiє власти-
вiстю мультиплiкативної iнварiантностi тодi й лише тодi, коли u(x) = ax + b, для
a > 0, тобто, лише у випадку спiвпадання з нетто принципом.

Доведення. Почнемо з доведення твердження достатностi. У випадку u(x) = ax + b,
при a > 0, для будь-якого ω, будь-якого ризику X, та довiльного дiйсного c, з вихiдного
рiвняння (2.26) слiдує

aω − aπе.к.к.[ΘX] + b = E[aω − aΘX + b] = aω − aΘE[X] + b,

отже, використавши твердження (a) леми 3.5, отримуємо

πе.к.к.[ΘX] = ΘE[X] = Θπе.к.к.[X].

Це завершує доведення достатностi.
Перейдемо до доведення твердження необхiдностi. У випадку мультиплiкативно iн-

варiантного принципу еквiвалентної корисностi клiєнта, рiвняння (2.26) для ризику
ΘXt

p можна записати наступним чином

u(ω −Θπе.к.к.[X
t
p]) = u(ω −Θt) · p+ u(ω) · (1− p). (3.157)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра p в рiвняннi (3.157), пiдставив-
ши p = 0 у отримане рiвняння та використавши тотожнiсть (a) леми 3.6 i позитивнiсть
параметра Θ, отримуємо

−u′(ω) · ∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

=
u(ω −Θt)− u(ω)

Θ
. (3.158)

Звiдси та з тотожностi (b) леми 3.6 отримуємо рiвняння для фунуцiї u(·)

u(ω − t)− u(ω) =
u(ω −Θt)− u(ω)

Θ
. (3.159)
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Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра t з обох сторiн рiвняння
(3.159), маємо

u′(ω − t) = u′(ω −Θt). (3.160)

Звiдси слiдує, що u′(x) = a > 0, для x ∈ R. Звiдки маємо, що u(x) = ax+ b, для x ∈ R
та константи a > 0. Це завершує доведення теореми 3.13.

У випадку застосування принципу еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта до оцi-
нювання ризикiв з деякого спецiального класу, достатньо означити функцiю корисностi
u(x) на пiдмножинi A ⊂ R зi збереженням властивостей монотонностi та опуклостi вго-
ру, тобто функцiя u(x) повинна бути такою, що u′(x) > 0 та u′′(x) ≤ 0 для всiх x ∈ A, i,
бiльш того, рiвняння (2.26) повинно зберiгати коректний математичний змiст для всiх
ризикiв зi згаданого класу.

Цiкаво бачити, що у випадку застосування принципу нульової корисностi клiєнта
до оцiнювання строго позитивних ризикiв, клас функцiї u(x), що породжують мульти-
плiкативно iнварiантнi премiї є ширшим, нiж у загальному випадку. А саме, має мiсце
теорема.

Теорема 3.14. Принцип нульової корисностi клiєнта, застосований до оцiнювання
лише строго позитивних ризикiв, володiє властивiстю мультиплiкативної iнварi-
антностi тодi й лише тодi, коли u(x) = −a(−x)κ + b, для a > 0 та κ ≥ 1, при
x ∈ (−∞, 0).

Звернемо увагу на те, що для функцiї u(x) = −a(−x)κ+b, при a > 0 та κ > 1, умова
u′(x) > 0 порушується в точцi x = 0. Отже, твердження теореми 3.14 не протирiчить
твердженню теореми 3.13.

Доведення. Для строго позитивного ризику X отримуємо E[X] > 0. Скомбiнувавши
нерiвнiсть Єнсена u(−E[X]) ≥ E[u(−X)] з рiвнянням (2.27), бачимо, що у випадку оцi-
нювання строго позитивних ризикiв принцип нульової корисностi клiєнта буде коректно
означеним, якщо функцiя u(x) буде означеною лише для x ∈ (−∞, 0) зi збереженням
властивостей монотонностi та опуклостi вгору.

Доведемо спочатку твердження достатностi. У випадку

u(x) = −a(−x)κ + b,

при a > 0 та κ ≥ 1, для довiльного строго позитивного ризику X вихiдне рiвняння
(2.27) матиме наступний вигляд

−a(πн.к.к.[X])κ + b = E[−aXκ + b] = −aE[Xκ] + b,

тобто, в розглянутому випадку отримуємо

πн.к.к.[X] = (E[Xκ])1/κ.

З iншого боку, для тiєї ж функцiї u(x), того ж ризику X, та довiльного Θ > 0, з
вихiдного рiвняння (2.27) слiдує

−a(πн.к.к.[ΘX])κ + b = E[−a(ΘX)κ + b] = −aΘκE[Xκ] + b,

отже, в даному випадку маємо

πн.к.к.[ΘX] = Θ(E[Xκ])1/κ = Θπн.к.к.[X].
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Це й завершує доведення твердження достатностi. Перейдемо до доведення твер-
дження необхiдностi.

Для ранiше означеного ризику Xε
p рiвняння (2.27) має вигляд

u(−πн.к.к.[X
ε
p ]) = u(−ε) · p+ u(−1) · (1− p). (3.161)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.161) та взявши до уваги строгу монотоннiсть
функцiї u(·) отримуємо

πн.к.к.[X
ε
0 ] = 1. (3.162)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра p з обох сторiн рiвняння
(3.161), пiдставивши в отримане рiвняння p = 0 та використавши тотожнiсть (3.162),
маємо

−u′(−1) · ∂

∂p
πн.к.к.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

= u(−ε)− u(−1). (3.163)

Перейшовши до других частинних похiдних вiдносно параметра p з обох сторiн
рiвняння (3.161), пiдставивши p = 0 в отримане рiвняння та використавши тотожнiсть
(3.162), матимемо

u′′(−1) ·

(
∂

∂p
πн.к.к.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)2

− u′(−1) ·

(
∂2

(∂p)2
πн.к.к.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)
= 0. (3.164)

Iз (3.163) маємо, що при ε < 1

∂

∂p
πн.к.к.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

̸= 0. (3.165)

Тепер, рiвняння (3.164) можна переписати наступним чином

u′′(−1)

u′(−1)
=

∂2

(∂p)2
πн.к.к.[X

ε
p ]
∣∣∣
p=0(

∂
∂pπн.к.к.[Xε

p ]
∣∣∣
p=0

)2 . (3.166)

У випадку мультиплiкативно iнварiантного принципу, рiвняння (2.27) для ризику
ΘXε

p може бути записане у виглядi

u(−Θπн.к.к.[X
ε
p ]) = u(−Θε) · p+ u(−Θ) · (1− p). (3.167)

Використовуючи перетворення схожi до перетворень рiвняння (3.161), iз рiвняння
(3.167) отримуємо

u′′(−Θ) ·Θ
u′(−Θ)

=

∂2

(∂p)2
πн.к.к.[X

ε
p ]
∣∣∣
p=0(

∂
∂pπн.к.к.[Xε

p ]
∣∣∣
p=0

)2 . (3.168)

Комбiнування (3.166) та (3.168) призводять до рiвняння

u′′(−Θ) ·Θ
u′(−Θ)

=
u′′(−1)

u′(−1)
, для всiх Θ > 0. (3.169)

Позначивши −u′′(−1)/u′(−1) =: κ (так як u′′(−1) ≤ 0 та u′(−1) > 0 то κ ≥ 0) та
проiнтегрувавши, отримуємо

u(x) = − C1

κ + 1
(−x)κ+1 + C2,

отже, шукана функцiя корисностi u(x) мусить мати вигляд u(x) = −a(−x)κ + b, з де-
якими сталими a, b та κ. З C1 > 0 та κ > 0 слiдує a > 0, а з κ ≥ 0 слiдує κ ≥ 1.

Це завершує доведення теореми 3.14.
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3.3 Сумарна таблиця властивостей
Результати перевiрки виконання бажаних властивостей котрими можуть володiти

або не володiти методи пiдрахунку вартостi страхових контрактiв ми представляємо у
виглядi сумарної таблицi властивостей, див. таб. 3.4.

Таблиця 3.4

ВННР НСН Ад МI Ко ВГ Iт
Нетто пр. + + + + + + +

Пр. мат. спод. − + + + − − −
Пр. дисперсiї + + + − + − −

Пр. сер.квад. вiдх. + + − + + − −
Експоненц. пр. + + + − + + +

Пр. сер. значення + + z
⊗

z + +
Пр. Есшера + + + − + + −

Пр. вiдрег. ризик. + + − + + + −
Пр. Ванга + + − + + + −

Квантiльний пр. + − − + + + −
Пр. макс. збиткiв + + + + + + +
Пр. екв. кор. стр. + + ♡ ♢ + + ♡
Пр. нул. кор. стр. + + ♡ ♢ + + ♡
Пр. екв. кор. кл. + + ♠ ♣ ♠ + +
Пр. нул. кор. кл. + + ♠

⊙
♠ + +

При цьому були використанi наступнi скорочення та умовнi позначення:
ВННР — вiдсутнiсть необгрунтованої надбавки

на ризик;
НСН — невiд’ємнiсть страхової надбавки;
Ад — адитивнiсть;
МI — мультиплiкативна iнварiантнiсть;
Ко — конзистентнiсть;
ВГ — вiдсутнiсть грабування;
Iт — iтеративнiсть;
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+ — властивiсть виконується;
− — властивiсть не виконується;
z — властивiсть виконується тодi й лише

тодi, коли v(x) = ax+ b, для a > 0 або
v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0;⊗

— властивiсть виконується тодi й лише тодi,
коли v(x) = ax+ b, для a > 0; проте, у ви-
падку оцiнювання лише строго позитивних
ризикiв, властивiсть виконується тодi й ли-
ше тодi, коли v(x) = axκ + b, для a > 0 та
κ ≥ 1, при x ∈ (0,+∞);

♡ — властивiсть виконується тодi й лише тодi,
коли U(x) = ax+ b, для a > 0 або
U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0;

♢ — властивiсть виконується тодi й лише тодi,
коли U(x) = ax+ b, для a > 0;

♠ — властивiсть виконується тодi й лише тодi,
коли u(x) = ax+ b, для a > 0 або
u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0;

♣ — властивiсть виконується тодi й лише тодi,
коли u(x) = ax+ b, для a > 0;⊙

— властивiсть виконується тодi й лише тодi,
коли u(x) = ax+ b, для a > 0; проте, у
випадку оцiнювання лише строго позитив-
них ризикiв, властивiсть виконується тодi
й лише тодi, коли u(x) = −a(−x)κ + b, для
a > 0 та κ ≥ 1, при x ∈ (−∞, 0).

3.4 Мiнiмiзацiя вартостi страхових контрактiв
шляхом залучення декiлькох компанiй

В цьому параграфi ми розглядатимемо питання оптимального подiлу X1, · · · , Xn

ризику X мiж n страховими компанiями, кожна з яких користується експоненцiй-
ним принципом пiдрахунку вартостi страхових контрактiв з параметрами iнтенсивностi
β1, · · · , βn вiдповiдно, такого, що X1 + . . .+Xn = X який би мiнiмiзував страхову вар-
тiсть ризику X.

Справедливою є наступна теорема.

Теорема 3.15. Оптимальним, у сенсi мiнiмiзацiї страхової вартостi, подiлом ризи-
ку X мiж n страховими компанiями, кожна з яких користується експоненцiйним
принципом, є наступний подiл

Xi =
β̃

βi
X, де β̃ := (

n∑
i=1

1 /βi)
−1,

при цьому, мiнiмально-оптимальна страхова вартiсть ризику X становитиме

πoptimal[X] =

n∑
i=1

1

βi
log
(
E[eβiXi ]

)
.
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Зауваження 3.7. Звернемо увагу на те, що представлена в теоремi 3.15 мiнiмально-
оптимальна вартiсть ризику X при подiлi його мiж кiлькома страховими компанiя-
ми спiвпадає з вартiстю ризику X застрахованого однiєю страховою компанiєю, яка
користується експоненцiйним принципом з параметром iнтенсивностi β̃.

Зауваження 3.8. З урахуванням того, що для будь-якого ризику X, експоненцiйна
премiя є неспадною фунцiєю параметра β, певного роду наслiдком твердження теоре-
ми 3.15 можна вважати наступну нерiвнiсть

β̃ := (

n∑
i=1

1 /βi)
−1 ≤ min[β1, · · · , βn],

при β1 > 0, · · · , βn > 0 та n ∈ N.

Доведення. Покажемо спочатку, що представлене у формулюваннi теореми πoptimal[X]
є еквiвалентним, у цiновому розумiннi, страхуванню ризику X лише в однiй компанiї,
яка користується експоненцiйним принципом з параметром iнтенсивностi β̃. Дiйсно, в
даному випадку маємо

πoptimal[X] =
n∑

i=1

1

βi
log

(
E[e

βi· β̃
βi

X
]

)
=

n∑
i=1

1

βi
log
(
E[eβ̃X ]

)
=

=
1

(
∑n

i=1 1 /βi)
−1

log
(
E[eβ̃X ]

)
=

1

β̃
log
(
E[eβ̃X ]

)
= πексп.(β̃)[X].

Для демонстрацiї того, що представлений у формулюваннi теореми 3.15 подiл ри-
зику X мiж n страховими компанiями дiйсно є оптимальним, достатньо показати, що
для будь-якого подiлу X1, · · · , Xn ризику X, такого, що X1 + . . . + Xn = X має мiсце
нерiвнiсть

πoptimal[X] =
1

β̃
log E

[
exp

(
β̃

n∑
i=1

Xi

)]
≤

n∑
i=1

1

βi
log E[eβiXi ] = πподiл[X],

яка еквiвалентна наступнiй нерiвностi

log E

[
exp

(
β̃

n∑
i=1

Xi

)]
≤

n∑
i=1

β̃

βi
log E[eβiXi ],

або, що те саме,

log E

[
n∏

i=1

eβ̃Xi

]
≤ log

(
n∏

i=1

(
E[eβiXi ]

) β̃ /βi

)
.

З урахуванням монотонностi функцiї log(·) кожна з попереднiх трьох нерiвностей є
еквiвалентною будь-якiй з трьох наступних

E

[
n∏

i=1

eβ̃Xi

]
≤

n∏
i=1

(
E[eβiXi ]

) β̃ /βi

, (3.170)

E

[
n∏

i=1

eβ̃Xi

]
≤

n∏
i=1

(
E
[
e(βi / β̃) ·β̃Xi

]) β̃ /βi

,

та

E

[
n∏

i=1

eβ̃Xi

]
≤

n∏
i=1

(
E

[(
eβ̃Xi

)βi /β̃
]) β̃ /βi

.
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Пiсля здiйснення замiни змiнних Yi := eβ̃Xi та µi := β̃
/
βi, остання з вищепредстав-

лених нерiвностей зведеться до наступної

E[
n∏

i=1

Yi] ≤
n∏

i=1

(E [Y µi
i ])

1/µi .

Звернувши увагу на те, що µi > 0 для i = 1, n, а також на те, що

n∑
i=1

1 /µi =

n∑
i=1

β̃
/
βi =

(
n∑

i=1

1 /βi

)−1

·
n∑

i=1

1 /βi = 1,

робимо висновок, що нерiвнiсть, справедливiсть якої треба було показати для демон-
страцiї оптимальностi представленого у формулюваннi теореми 3.15 подiлу, в рештi-
решт звелася до нерiвностi Гельдера у формi добутку для n невiд’ємних випадкових
величин, яка дiйсно виконується.

На цьому доведення теореми 3.15 можна вважати завершеним, проте кiнцiвка пред-
ставленого доведення може бути дещо iншою. Продемонструємо тепер альтернативний
спосiб доведення теореми 3.15 стартуючи з нерiвностi (3.170), тобто, частина доведення
яка передує нерiвностi (3.170) залишається незмiнною.

Нерiвнiсть (3.170), без втрати загальностi, можна переписати наступним чином

E

[
n∏

i=1

eβ̃Xi

(E[eβiXi ])β̃/βi

]
≤ 1,

що, в свою чергу, є еквiвалентним наступному представленню

E

[
exp(

n∑
i=1

β̃

βi
Zi)

]
≤ 1, де Zi := log

eβiXi

E[eβiXi ]
. (3.171)

Справедливiсть нерiвностi (3.171) можна продемонструвати наступним чином. Споча-
тку звернемо увагу на те, що E[exp(Zi)] = 1, для i = 1, n, а також

∑
i=1,n β̃/βi = 1.

Приймаючи до уваги опуклiсть вниз функцiї exp(·), для будь-якого набору дiйсних чи-
сел c1, · · · , cn, отримуємо

exp

(
n∑

i=1

β̃

βi
ci

)
≤

n∑
i=1

β̃

βi
exp(ci),

З чого слiдує, що

E

[
exp(

n∑
i=1

β̃

βi
Zi)

]
≤

n∑
i=1

β̃

βi
E[eZi ] =

n∑
i=1

β̃

βi
= 1.

Це завершує альтернативний варiант кiнцiвки доведення теореми 3.15.



Роздiл 4

Приклади пiдрахункiв

В цьому роздiлi ми наводимо приклади обчислення вартостi страхових контрактiв
з можливiстю випадкової появи страхової подiї при деяких дискретних та неперерв-
них розподiлах страхових компенсацiй. Наведенi iлюстрацiї охоплюють випадки ста-
лих виплат, експоненцiйного розподiлу виплат, гiперекспоненцiйного розподiлу виплат,
рiвномiрного розподiлу виплат та зсунутого нормованого пуасонiвського розподiлу ви-
плат.

Сталi виплати з випадковою появою
Припустимо, що ризик X призводить до страхового випадку з ймовiрнiстю p, а

розмiр страхової компенсацiї є сталим та рiвним деякiй позитивнiй дiйснiй константi C.
В даному випадку ризик X приймає лише два значення, а саме 0 та C з ймовiрностями
1− p та p вiдповiдно, тобто, ризик X має наступнi базовi характеристики

E[X] = Cp, Var[X] = C2p− C2p2, σ[X] = C
√
p− p2,

знаючи якi, можемо одразу отримати явнi представлення для декiлькох найпростiших
премiй, а саме, нетто премiї, премiї математичного сподiвання, дисперсної премiї та
премiї середньоквадратичного вiдхилення, тобто:

πнетто[X] = Cp; πм.с.(α)[X] = (1 + α)Cp;

πдисп.(α)[X] = Cp+ αC2(p− p2); πс.к.в.(α)[X] = Cp+ αC
√
p− p2.

Премiя максимальних збиткiв у даному випадку рiвна

πмакс.зб.[X] = C.

Знайшовши твiрну функцiю

E[eαX ] = 1− p+ eαCp, (4.1)

отримуємо експоненцiйну премiю

πексп.(α)[X] =
1

α
log(1− p+ eαCp).

Врахувавши те, що E[XeαX ] = CeαCp та використавши тотожнiсть (4.1), отримуємо
премiю Есшера

πЕсшер(α)[X] =
CeαCp

1− p+ eαCp
.

71
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Премiя вiдрегульована ризиком у даному випадку рiвна

πвiд.риз.(ρ)[X] =

C∫
0

p1/ρdx = Cp1/ρ.

Квантiльна премiя для розглянутого ризику має наступне представлення

πквант.(ε)[X] =

{
C для ε ≤ p,
0 для ε > p.

Обравши v(x) = (x+ 1)2, знаходимо премiю середнього значення

πс.з.[X] = v−1(E[v(X)]) =
√
p+ (C + 1)2(1− p)− 1.

Проiлюструємо технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi страховика на при-
кладi лiнiйної функцiї корисностi U(x) = ax + b, для a > 0. Рiвняння (2.29) в даному
випадку набуватиме вигляду

b = [aπн.к.с.[X] + b] · (1− p) + [a(πн.к.с.[X]− C) + b] · p,

тобто, шукана премiя має вигляд

πн.к.с.[X] = Cp = πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.4, отримуємо премiю нульової корисностi
страховика у випадку експоненцiйної функцiї корисностi страховика, U(x) = −αe−βx +
γ, для min[α, β] > 0, тобто

πн.к.с.[X] =
1

β
log(1− p+ eβCp) = πексп.(β)[X].

Проiлюструємо також технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi клiєнта на при-
кладi лiнiйної функцiї корисностi u(x) = ax + b, для a > 0. Рiвняння (2.27) в даному
випадку набуватиме вигляду

−aπн.к.к.[X] + b = b(1− p) + (−aC + b)p,

тобто, шукана премiя має вигляд

πн.к.к.[X] = Cp = πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.6, отримуємо премiю нульової корисностi клi-
єнта у випадку експоненцiйної функцiї корисностi клiєнта, u(x) = −αe−βx + γ, для
min[α, β] > 0, тобто

πн.к.к.[X] =
1

β
log(1− p+ eβCp) = πексп.(β)[X].
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Експоненцiйний розподiл виплат
Припустимо, що ризик X призводить до страхового випадку з ймовiрнiстю p, а

розмiр страхової компенсацiї має експоненцiйний розподiл з параметром µ > 0.
Введемо випадкову величину X+ з наступною функцiєю розподiлу

FX+(x) = P{X+ ≤ x} = P{X ≤ x|X > 0} =

{
1− e−µx для x ≥ 0,
0 для x < 0.

Тодi, користуючись формулою повної ймовiрностi, функцiю розподiлу випадкової ве-
личини X можна представити наступним чином

FX(x) = pFX+(x) + (1− p)FX0(x), (4.2)

де FX0(x) — функцiя розподiлу сконцентрованої в нулi виродженої випадкової величи-
ни, тобто

FX0(x) =

{
1 для x ≥ 0,
0 для x < 0.

Користуючись формулою повної ймовiрностi (4.2), а також явними представленнями
для функцiй розподiлу FX+(x) та FX0(x), знаходимо явне представлення для функцiї
розподiлу FX(x), тобто

FX(x) =

{
1− pe−µx для x ≥ 0,
0 для x < 0.

Звернемо увагу на те, що, обчислюючи iнтеграли Лебега по ймовiрноснiй мiрi, потрiбно
враховувати стрибок в нулi функцiї розподiлу FX(x).

Знайдемо математичне сподiвання випадкової величини X

E[X] = p

+∞∫
−∞

xdFX+(x) + (1− p)

+∞∫
−∞

xdFX0(x) =
p

µ
.

Аналогiчним чином обчислимо також другий момент випадкової величини X

E[X2] = p

+∞∫
−∞

x2dFX+(x) + (1− p)

+∞∫
−∞

x2dFX0(x) =
2p

µ2
.

Знаючи першi два моменти випадкової величини X, знаходимо її дисперсiю та се-
редньоквадратичне вiдхилення

Var[X] =
2p− p2

µ2
, σ[X] =

√
2p− p2

µ
.

Використовуючи знайденi основнi характеристики ризику X, можемо одразу отри-
мати явнi представлення для декiлькох найпростiших премiй

πнетто[X] =
p

µ
, πм.с.(α)[X] =

(1 + α)p

µ
,

πдисп.(α)[X] =
p

µ
+ α

2p− p2

µ2
, πс.к.в.(α)[X] =

p

µ
+ α

√
2p− p2

µ
.
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В зв’язку з необмеженiстю зверху ризику X, премiя максимальних збиткiв рiвна
нескiнченностi

πмакс.зб.[X] = +∞.

Знайшовши твiрну функцiю

E
[
eαX

]
= p

+∞∫
−∞

eαxdFX+(x) + (1− p)

+∞∫
−∞

eαxdFX0(x)

=

{ pµ
µ−α + 1− p для α < µ,

+∞ для α ≥ µ,

отримуємо експоненцiйну премiю

πексп.(α)[X] =

{ 1
α log( pµ

µ−α + 1− p) для α < µ,

+∞ для α ≥ µ.

Квантiльна премiя може бути знайдена безпосередньо за означенням, взявши до
уваги стрибок розмiру 1− p функцiї розподiлу FX(x) в нулi

πквант.(ε)[X] =

{
0 для ε ≥ p,
− 1

µ log( εp) для ε < p.

Прийнявши до уваги те, що πЕсшер(α)[X] = (log(E[eαX ]))′, отримуємо

πЕсшер(α)[X] =

{ pµ
(µ−α+pα)(µ−α) для α < µ,

+∞ для α ≥ µ.

Премiя вiдрегульована ризиком для ризику X матиме наступний вигляд

πвiд.риз.(ρ)[X] =

+∞∫
0

[1− FX(x)]1/ρdx =
p1/ρρ

µ
.

Обравши функцiю v(x) := (x+ 1)2, отримуємо премiю середнього значення

πс.з.[X] = v−1(E[v(X)]) =

√
2p

µ2
+

2p

µ
+ 1− 1.

Проiлюструємо технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi страховика на при-
кладi лiнiйної функцiї U(x) = ax + b, для a > 0. Рiвняння (2.29) в даному випадку
набуватиме вигляду

b = p

+∞∫
−∞

[a(πн.к.с.[X]− x) + b]dFX+(x) +

+(1− p)

+∞∫
−∞

[a(πн.к.с.[X]− x) + b]dFX0(x) =

= aπн.к.с.[X] + b− ap

µ
.

Тобто, у випадку лiнiйної функцiї корисностi страховика, отримуємо

πн.к.с.[X] =
p

µ
= πнетто[X].
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Використавши твердження (b) леми 3.4, отримуємо премiю нульової корисностi
страховика у випадку експоненцiйної функцiї корисностi, U(x) = −αe−βx + γ, для
min[α, β] > 0, тобто

πн.к.с.[X] = πексп.(β)[X] =

{ 1
α log( pµ

µ−α + 1− p) для α < µ,

+∞ для α ≥ µ.

Проiлюструємо також технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi клiєнта на при-
кладi лiнiйної функцiї корисностi u(x) = ax + b, для a > 0. Рiвняння (2.27) в даному
випадку набуватиме вигляду

b− aπн.к.к.[X] = p

+∞∫
−∞

[b− ax]dFX+(x) + (1− p)

+∞∫
−∞

[b− ax]dFX0(x)

= p

+∞∫
0

[b− ax]µe−µxdx+ (1− p)b[FX0(0+)− FX0(0−)]

= b− (ap)/µ.

тобто, шукана премiя має вигляд

πн.к.к.[X] =
p

µ
= πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.6, отримуємо премiю нульової корисностi клi-
єнта у випадку експоненцiйної функцiї корисностi клiєнта, u(x) = −αe−βx + γ, для
min[α, β] > 0, тобто

πн.к.к.[X] = πексп.(β)[X] =

{ 1
α log( pµ

µ−α + 1− p) для α < µ,

+∞ для α ≥ µ.

Гiперекспоненцiйний розподiл виплат
У цьому параграфi проiлюструємо методику обчислення премiй для ризику X, що

призводить до страхового випадку з ймовiрнiстю p та має гiперекспоненцiйний розподiл
розмiру страхової компенсацiї.

Введемо випадкову величину X+, яка пов’язана з величиною X наступним чином

P{X+ ≤ x} = P{X ≤ x|X > 0},

та припускатимемо, що величина X+ (яку можна трактувати як розмiр страхової ком-
пенсацiї при умовi появи страхової подiї) має гiперекспоненцiйний розподiл, тобто, фун-
кцiя розподiлу випадкової величини X+ має наступний вигляд

FX+(x) = P{X+ ≤ x} =

 1−
n∑

i=1

qie
−µix для x ≥ 0,

0 для x < 0,

з наступними обмеженнями для значень параметрiв: n ∈ N; qi ∈ [0, 1] для i = 1, n, та∑n
i=1 qi = 1; µi > 0 для i = 1, n.
Користуючись формулою повної ймовiрностi та беручи до уваги ймовiрнiсть по-

яви страхової подiї p, функцiю розподiлу випадкової величини X можна представити
наступним чином

FX(x) = pFX+(x) + (1− p)FX0(x), (4.3)
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де FX0(x) — це функцiя розподiлу виродженої та сконцентрованої в нулi випадкової
величини. З (4.3) слiдує наступне явне представлення для функцiї розподiлу FX(x)

FX(x) =

 1− p
n∑

i=1

qie
−µix для x ≥ 0,

0 для x < 0.

Знайдемо математичне сподiвання випадкової величини X

E[X] = p

+∞∫
−∞

xdFX+(x) + (1− p)

+∞∫
−∞

xdFX0(x) = p

n∑
i=1

qi
µi
.

Аналогiчним чином обчислимо також другий момент випадкової величини X

E[X2] = p

+∞∫
−∞

x2dFX+(x) + (1− p)

+∞∫
−∞

x2dFX0(x) = 2p

n∑
i=1

qi
µ2i
.

Знаючи першi два моменти випадкової величини X, обчислюємо її дисперсiю

Var[X] = 2p

n∑
i=1

qi
µ2i

−

(
p

n∑
i=1

qi
µi

)2

та середньоквадратичне вiдхилення

σ[X] =

√√√√2p
n∑

i=1

qi
µ2i

−

(
p

n∑
i=1

qi
µi

)2

.

Використовуючи знайденi основнi характеристики ризику X, можемо одразу отри-
мати явнi представлення для декiлькох найпростiших премiй:

πнетто[X] = p

n∑
i=1

qi
µi

; πм.с.(α)[X] = (1 + α)p

n∑
i=1

qi
µi

;

πдисп.(α)[X] = p

n∑
i=1

qi
µi

+ 2αp

n∑
i=1

qi
µ2i

− α

(
p

n∑
i=1

qi
µi

)2

;

πс.к.в.(α)[X] = p

n∑
i=1

qi
µi

+ α

√√√√2p

n∑
i=1

qi
µ2i

−

(
p

n∑
i=1

qi
µi

)2

.

У зв’язку з необмеженiстю зверху ризику X, премiя максимальних збиткiв рiвна
нескiнченностi

πмакс.зб.[X] = +∞.

Знайшовши твiрну функцiю

E
[
eαX

]
= p

+∞∫
−∞

eαxdFX+(x) + (1− p)

+∞∫
−∞

eαxdFX0(x)

=


p

n∑
i=1

qiµi
µi − α

+ 1− p для α < min
i=1, n

µi,

+∞ для α ≥ min
i=1, n

µi,
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отримуємо експоненцiйну премiю

πексп.(α)[X] =


1
α log

(
1− p+ p

n∑
i=1

qiµi
µi − α

)
для α < min

i=1, n
µi,

+∞ для α ≥ min
i=1, n

µi.

Прийнявши до уваги те, що πЕсшер(α)[X] = (log(E[eαX ]))′, маємо

πЕсшер(α)[X] =



p

n∑
i=1

qiµi
(µi − α)2

1−p+p

n∑
i=1

qiµi
µi − α

для α < min
i=1, n

µi,

+∞ для α ≥ min
i=1, n

µi.

Премiя вiдрегульована ризиком для ризику X матиме вигляд

πвiд.риз.(ρ)[X] =

+∞∫
0

[1− FX(x)]1/ρdx =

+∞∫
0

(p
n∑

i=1

qie
−µix)1/ρdx.

Значення, яке приймає представлений iнтеграл, може бути знайдене, використову-
ючи чисельнi методи.

Квантiльна премiя обчислюється безпосередньо за означенням, взявши до уваги
стрибок розмiру 1− p функцiї розподiлу FX(x) в нулi

πквант.(ε)[X] =

{
0 для ε ≥ p,
π∗ для ε < p,

де значення π∗ може бути знайдене за допомогою чисельних методiв з рiвняння

p
n∑

i=1

qie
−µiπ

∗
= ε.

Обравши функцiю v(x) := (x+ 1)2, отримуємо премiю середнього значення

πс.з.[X] = v−1(E[v(X)]) =

√√√√2p
n∑

i=1

qi
µ2i

+ 2p
n∑

i=1

qi
µi

+ 1− 1.

Проiлюструємо технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi страховика на при-
кладi лiнiйної функцiї корисностi U(x) = ax + b, для a > 0. Рiвняння (2.29) в даному
випадку набуватиме вигляду

b = p

+∞∫
−∞

[a(πн.к.с.[X]− x) + b]dFX+(x) +

+(1− p)

+∞∫
−∞

[a(πн.к.с.[X]− x) + b]dFX0(x) =

= aπн.к.с.[X] + b− ap

n∑
i=1

qi
µi
.
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Тобто, у випадку лiнiйної функцiї корисностi страховика, отримуємо

πн.к.с.[X] = p

n∑
i=1

qi
µi

= πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.4, отримуємо премiю нульової корисностi
страховика у випадку експоненцiйної функцiї корисностi страховика, U(x) = −αe−βx +
γ, для min[α, β] > 0, тобто

πн.к.с.[X] = πексп.(β)[X] =


1
α log(1− p+ p

n∑
i=1

qiµi
µi − α

) для α < min
i=1, n

µi,

+∞ для α ≥ min
i=1, n

µi.

Проiлюструємо також технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi клiєнта на при-
кладi лiнiйної функцiї корисностi u(x) = ax + b, для a > 0. Рiвняння (2.27) в даному
випадку набуватиме вигляду

b− aπн.к.к.[X] = p

+∞∫
−∞

[b− ax]dFX+(x) + (1− p)

+∞∫
−∞

[b− ax]dFX0(x)

= b− ap
n∑

i=1

qi
µi
.

тобто, шукана премiя має вигляд

πн.к.к.[X] = p
n∑

i=1

qi
µi

= πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.6, отримуємо премiю нульової корисностi клi-
єнта у випадку експоненцiйної функцiї корисностi, u(x) = −αe−βx+γ, при min[α, β] > 0,
тобто

πн.к.к.[X] =


1
α log(1− p+ p

n∑
i=1

qiµi
µi − α

) для α < min
i=1, n

µi,

+∞ для α ≥ min
i=1, n

µi.

Звернемо увагу на те, що у пiлотному програмному забезпеченнi “Premium Calculator”,
представленому в додатку B, використовувався гiперекспоненцiйний розподiл збиткiв
з двома ступенями свободи, тобто, функцiя розподiлу випадкової величини X мала
вигляд

FX(x) =

{
1− pqe−µ1x − p(1− q)e−µ2x для x ≥ 0,
0 для x < 0,

з такими обмеженнями для значень параметрiв: p ∈ [0, 1]; q ∈ [0, 1]; µ1 > 0 та µ2 > 0.

Рiвномiрний розподiл виплат
В цьому параграфi проiлюструємо методику обчислення премiй для ризику X, що

призводить до страхового випадку з ймовiрнiстю p та має рiвномiрний на iнтервалi
[d1, d2], де 0 ≤ d1 < d2 < +∞, розподiл розмiру страхової компенсацiї.
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Введемо випадкову величину X+, яка пов’язана з величиною X наступним чином

P{X+ ≤ x} = P{X ≤ x|X > 0},

та припускатимемо, що величина X+ (яку можна трактувати як розмiр страхової ком-
пенсацiї при умовi появи страхової подiї) має рiвномiрний на iнтервалi [d1, d2] розподiл.

Користуючись формулою повної ймовiрностi та беручи до уваги ймовiрнiсть по-
яви страхової подiї p, функцiю розподiлу випадкової величини X можна представити
наступним чином

FX(x) = pFX+(x) + (1− p)FX0(x), (4.4)

де FX0(x) — це функцiя розподiлу виродженої та сконцентрованої в нулi випадкової
величини.

Користуючись формулою повної ймовiрностi (4.4), а також представленнями для
функцiй розподiлу FX+(x) та FX0(x), отримуємо явне представлення для функцiї роз-
подiлу FX(x)

FX(x) =


1 для x ≥ d2,

1− p+ p[ 1
d2−d1

x− d1
d2−d1

] для d1 ≤ x < d2,

1− p для 0 ≤ x < d1,
0 для x < 0.

Знайдемо математичне сподiвання випадкової величини X

E[X] = p

+∞∫
−∞

xdFX+(x) + (1− p)

+∞∫
−∞

xdFX0(x) =
p(d2 + d1)

2
.

Порахуємо також другий момент випадкової величини X

E[X2] = p

+∞∫
−∞

x2dFX+(x) + (1− p)

+∞∫
−∞

x2dFX0(x) =
p(d22 + d1d2 + d21)

3
.

Знаючи першi два моменти випадкової величини X, обчислюємо її дисперсiю

Var[X] =
p(d22 + d1d2 + d21)

3
− p2(d1 + d2)

2

4

та середньоквадратичне вiдхилення

σ[X] =

√
p(d22 + d1d2 + d21)

3
− p2(d1 + d2)2

4
.

Використовуючи знайденi основнi характеристики ризику X, можемо одразу отри-
мати явнi представлення для декiлькох найпростiших премiй

πнетто[X] =
p(d2 + d1)

2
; πм.с.(α)[X] =

p(d2 + d1)

2
(1 + α);

πдисп.(α)[X] =
p(d2 + d1)

2
+ α

[
p(d22 + d1d2 + d21)

3
− p2(d1 + d2)

2

4

]
;

πс.к.в.(α)[X] =
p(d2 + d1)

2
+ α

√
p(d22 + d1d2 + d21)

3
− p2(d1 + d2)2

4
.
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Премiя максимальних збиткiв, у даному випадку, рiвна верхнiй межi рiвномiрного
розподiлу, тобто

πмакс.зб.[X] = d2.

Знайшовши твiрну функцiю

E
[
eαX

]
= p

+∞∫
−∞

eαxdFX+(x) + (1− p)

+∞∫
−∞

eαxdFX0(x) = p
eαd2 − eαd1

α(d2 − d1)
+ 1− p,

отримуємо експоненцiйну премiю

πексп.(α)[X] =
1

α
log(p

eαd2 − eαd1

α(d2 − d1)
+ 1− p).

Так як

E[XeαX ] = p

+∞∫
0

xeαxdFX+(x) + (1− p)

+∞∫
0

xeαxdFX0(x)

=
p(αd2e

αd2 − αd1e
αd1 − eαd2 + eαd1)

α2(d2 − d1)
,

то премiя Есшера матиме наступний вигляд

πЕсшер(α)[X] =
p (αd2e

αd2 − αd1e
αd1 − eαd1 + eαd1)

α2(d2 − d1)
:

(
p (eαd2 − eαd1)

α(d2 − d1)
+ 1− p

)
.

Премiя вiдрегульована ризиком у даному випадку матиме наступне представлення

πвiд.риз.(ρ)[X] =

+∞∫
0

[1− FX(x)]1/ρdx = p1/ρ
d1 + ρd2
1 + ρ

.

Квантiльна премiя може бути знайдена безпосередньо за означенням, взявши до
уваги стрибок розмiру 1− p функцiї розподiлу FX(x) в нулi,

πквант.(ε)[X] =

{
0 для ε ≥ p,

d2 − ε(d2−d1)
p для ε < p.

Обравши функцiю v(x) := (x+ 1)2, отримуємо премiю середнього значення

πс.з.[X] = v−1(E[v(X)]) =

√
p
d22 + d1d2 + d21

3
+ p(d2 + d1) + 1− 1.

Проiлюструємо технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi страховика на при-
кладi лiнiйної функцiї корисностi U(x) = ax + b, для a > 0. Рiвняння (2.29) в даному
випадку набуватиме вигляду

b =

d2∫
d1

[a(πн.к.с.[X]− x) + b]
p

d2 − d1
dx+

+ [a(πн.к.с.[X]− 0) + b][FX(0+)− FX(0−)] =

= aπн.к.с.[X] + b− ap
d2 + d1

2
.
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Тобто, у випадку лiнiйної функцiї корисностi страховика, отримуємо

πн.к.с.[X] = p
d2 + d1

2
= πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.4, отримуємо премiю нульової корисностi
страховика у випадку експоненцiйної функцiї корисностi страховика, U(x) = −αe−βx +
γ, для min[α, β] > 0, тобто

πн.к.с.[X] = πексп.(β)[X] =
1

α
log(p

eαd2 − eαd1

α(d2 − d1)
+ 1− p).

Проiлюструємо також технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi клiєнта на при-
кладi лiнiйної функцiї корисностi u(x) = ax + b, для a > 0. Рiвняння (2.27) в даному
випадку набуватиме вигляду

b− aπн.к.к.[X] =
p

d2 − d1

d2∫
d1

[b− ax]dx+ b [FX(0+)− FX(0−)]

= b− ap
d2 + d1

2
.

тобто, шукана премiя має вигляд

πн.к.к.[X] = p
d2 + d1

2
= πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.6, отримуємо премiю нульової корисностi клi-
єнта у випадку експоненцiйної функцiї корисностi, u(x) = −αe−βx+γ, для min[α, β] > 0,
тобто

πн.к.к.[X] = πексп.(β)[X] =
1

α
log(p

eαd2 − eαd1

α(d2 − d1)
+ 1− p).

Зсунутий нормований пуасонiвський розподiл виплат
Припустимо, що ризик X призводить до страхового випадку з ймовiрнiстю p, а

розмiр страхової компенсацiї має зсунутий нормований пуасонiвський розподiл виплат.
Введемо випадкову величину X+ з наступним розподiлом

P{X+ ≤ x} = P{X = κn|X > 0} =
λn−1e−λ

(n− 1)!
для λ > 0, κ > 0 та n = 1, 2, · · · .

Використовуючи тотожнiсть P{A∩B} = P{A|B} · P{B} та приймаючи до уваги те,
що P{X > 0} = p, отримуємо

P{X = κn} = P{X = κn ∩X > 0} =
λn−1e−λ

(n− 1)!
p для n = 1, 2, · · · .

Пiдсумовуючи вищеописане, отримуємо розподiл для X:

P{X = κn} =

{
1− p для n = 0,
λn−1e−λ

(n−1)! p для n = 1, 2, · · · .

Порахуємо математичне сподiвання X

E[X] = 0(1− p) +
+∞∑
n=1

nκ
λn−1e−λ

(n− 1)!
p = κp(1 + λ).
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Порахуємо також другий момент для ризику X

E[X2] = 02(1− p) +
+∞∑
n=1

(nκ)2
λn−1e−λ

(n− 1)!
p = κ2p (λ2 + 3λ+ 1).

Знаючи першi два моменти для ризику X, знаходимо дисперсiю

Var[X] = κ2p (λ2 + 3λ+ 1)− (κp (1 + λ))2

та середньоквадратичне вiдхилення

σ[X] =
√

κ2p (λ2 + 3λ+ 1)− (κp (1 + λ))2.

Використовуючи знайденi основнi характеристики ризику X, можемо одразу отри-
мати явнi представлення для декiлькох найпростiших премiй

πнетто[X] = E[X] = κp(1 + λ); πм.с.(α)[X] = (1 + α)κp (1 + λ);

πдисп.(α)[X] = κp (1 + λ) + α(κ2p (λ2 + 3λ+ 1)− (κp (1 + λ))2);

πс.к.в.(α)[X] = κp (1 + λ) + α
√

κ2p (λ2 + 3λ+ 1)− (κp (1 + λ))2.

У зв’язку з необмеженiстю зверху розподiлу Пуасона, премiя максимальних збиткiв
рiвна нескiнченностi, тобто,

πмакс.зб.[X] = +∞.

Обчисливши твiрну функцiю для X

E[eαX] = 1− p+ peακ−λ exp(λeακ),

знаходимо експоненцiйну премiю

πексп.(α)[X] =
1

α
log(1− p+ peακ−λ exp(λeακ)).

З метою обчислення премiї Есшера, обчислюємо

E[XeαX ] = pκ exp(ακ − λ+ λeακ)(1 + λeακ).

Комбiнуючи щойно отриману тотожнiсть iз ранiше отриманим представленням для
твiрної функцiї, отримуємо премiю Есшера

πЕсшер(α)[X] =
pκ exp(ακ − λ+ λeακ)(1 + λeακ)

(1− p) + peακ−λ exp(λeακ)
.

Премiя вiдрегульована ризиком в даному випадку рiвна

πвiд.риз.(ρ)[X] = p1/ρκ(1 +
+∞∑
n=0

(1−
n∑

k=0

e−λλk

k!
)1/ρ),

значення щойно представленої суми можна отримати з використанням, скажiмо, чи-
сельних методiв.

Квантiльна премiя може бути знайдена за означенням, взявши до уваги стрибок
розмiру 1− p функцiї розподiлу FX(x) в нулi,

πквант.(ε)[X] =

{
0 для ε ≥ p,

minm≥1

{
mκ : 1−

∑m
n=1 e

−λ λn−1

(n−1)! <
ε
p

}
для ε < p.
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Обравши функцiю v(x) := (x+ 1)2, отримуємо премiю середнього значення

πс.з.[X] = v−1(E[v(X)]) =
√

κ2p (λ2 + 3λ+ 1) + 2κp (1 + λ) + 1− 1.

Проiлюструємо технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi страховика на при-
кладi лiнiйної функцiї корисностi U(x) = ax + b, для a > 0. Рiвняння (2.29) в даному
випадку набуватиме вигляду

b =

+∞∑
n=1

[a(πн.к.с.[X]− nκ) + b] · λn−1

(n− 1)!
e−λp+ [aπн.к.с.[X] + b](1− p)

= aπн.к.с.[X] + b− aκp (1 + λ).

Тобто, у випадку лiнiйної функцiї корисностi страховика, отримуємо

πн.к.с.[X] = κp (1 + λ) = πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.4, отримуємо премiю нульової корисностi
страховика у випадку експоненцiйної функцiї корисностi страховика, U(x) = −αe−βx +
γ, для min[α, β] > 0, тобто

πн.к.с.[X] = πексп.(β)[X] =
1

α
log(1− p+ peακ−λ exp(λeακ)).

Проiлюструємо також технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi клiєнта на при-
кладi лiнiйної функцiї корисностi клiєнта u(x) = ax + b, для a > 0. Рiвняння нульової
корисностi клiєнта (2.27) в даному випадку набуватиме вигляду

b− aπн.к.к.[X] =

+∞∑
n=1

[b− anκ] · λn−1

(n− 1)!
e−λp+ b (1− p)

= b− aκp (1 + λ),

тобто, шукана премiя має вигляд

πн.к.к.[X] = κp (1 + λ) = πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.6, отримуємо премiю нульової корисностi клi-
єнта у випадку експоненцiйної функцiї корисностi u(x) = −αe−βx+γ, для min[α, β] > 0,
тобто

πн.к.к.[X] =
1

α
log(1− p+ peακ−λ exp(λeακ)).



Пiдсумки

Протягом роботи над навчальним посiбником були отриманi наступнi результати.

— Здiйснено оглядовий аналiз моделей дiяльностi страхової компанiї, а саме, класи-
чної моделi ризику та її узагальнень як то збурена модель ризику, модель Спаре
Андерсена (модель ризику, в якiй пуасонiвський процес замiняється процесом вiд-
новлення), модель зi стохастичним потоком премiй, а також дискретних моделей
з можливiстю iнвестування.

— Здiйснено опис можливих методiв пiдрахунку вартостi страхових контрактiв при
вiдомих розподiлах збиткiв. Зокрема описано нетто принцип, принцип математи-
чного сподiвання, принцип дисперсiї, принцип середньоквадратичного вiдхилен-
ня, принцип максимальних збиткiв, експоненцiйний принцип, принцип Есшера,
принцип вiдрегульований ризиком, квантiльний принцип, принцип Ванга, прин-
цип середнього значення, принцип еквiвалентної корисностi страховика, прин-
цип нульової корисностi страховика, принцип еквiвалентної корисностi клiєнта та
принцип нульової корисностi клiєнта. Здiйснено класифiкацiю методiв оцiнюва-
ння за їх типами: найпростiшi, параметричнi, означенi з використанням допомi-
жних функцiй. Для параметричних методiв вивчена властивiсть монотонностi та
гранична поведiнка для допустимих значень параметрiв.

— Для кожного з описаних принципiв пiдрахунку вартостi страхових контрактiв
здiйснено перевiрку виконання ряду бажаних властивостей, якими можуть воло-
дiти або не володiти принципи пiдрахунку вартостi страхових контрактiв. Зокре-
ма перевiрено виконання властивостей вiдсутностi необґрунтованим надбавки на
ризик, невiд’ємностi страхової надбавки, адитивностi, мультиплiкативної iнварi-
антностi, конзистентностi, вiдсутностi грабування та iтеративностi. Результати
перевiрки представлено у виглядi сумарної таблицi властивостей.

— Для принципу середнього значення, принципiв еквiвалентної i нульової корисно-
стi страховика та принципiв еквiвалентної i нульової корисностi клiєнта сфор-
мульовано та доведено характеризацiйнi теореми стосовно виконання ними вла-
стивостей адитивностi, конзистентностi, iтеративностi та мультиплiкативної iн-
варiантностi. Характеризацiйнi теореми сформульованi у виглядi необхiдних та
достатнiх умов виконання зазначеними методами згаданих властивостей накла-
дених на гладкi допомiжнi функцiї, якi повнiстю задають такi методи страхового
оцiнювання.

— Продемонстровано методику оптимiзацiї вартостi страхових контрактiв шляхом
залучення декiлькох страхових компанiй на прикладi експоненцiйного принципу
страхового оцiнювання.

— Отримано явнi формули оцiнювання вартостi страхових контрактiв для ризикiв
з випадковою появою страхової подiї для наступних випадкiв розподiлiв страхо-
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вих компенсацiй: виродженого розподiлу, експоненцiйного розподiлу, гiперекспо-
ненцiйного розподiлу, рiвномiрного розподiлу та зсунутого нормованого пуасонiв-
ського розподiлу.

— Використовуючи отриманi явнi формули оцiнювання вартостi страхових контра-
ктiв, в середовищi MatLab GUI розроблено пiлотне програмне забезпечення “Premi-
um Calculator” для аналiзу вартостi контрактiв при деяких дискретних та непе-
рервних розподiлах виплат. За допомогою розробленого програмного забезпечен-
ня створено таблицi числових iлюстрацiй для контрактiв з можливiстю випадко-
вої появи страхової подiї при вищевказаних розподiлах виплат.



Додаток A

Кориснi нерiвностi

В даному додатку представлено частовживанi нерiвностi, якi використовувались
при доведеннi тверджень монографiї, а саме, нерiвностi Єнсена для опуклих вгору та
вниз функцiй (а також двi леми, пов’язанi з ними, для строго опуклих вгору та вниз
функцiй застосованих до вироджених випадкових величин), нерiвнiсть Ляпунова та
нерiвнiсть Гельдера.

Нерiвностi Єнсена
Означення A.1. Дiйснозначну функцiю v(x), де x ∈ D, називатимемо опуклою вниз,
якщо для будь-якого x0 ∈ D iснує пряма l0(x) = a0x + b0, така, що l0(x0) = v(x0) та
l0(x) ≤ v(x) для всiх x ∈ D.

Теорема A.1. (dk: Jensen) Якщо функцiя v(x), для x ∈ D, є опуклою вниз, а область
значень iнтегровної випадкової величини X є пiдмножиною областi D, то має мiсце
наступна нерiвнiсть:

E[v(X)] ≥ v(E[X]). (A.1)

Доведення. Оберемо x0 := E[X], тодi, використовуючи означення опуклої вниз функцiї
та властивiсть лiнiйностi математичного сподiвання, отримуємо

E[v(X)] ≥ E[a0X + b0] = a0E[X] + b0 = v(E[X]),

тобто, твердження Теореми A.1 дiйсно має мiсце.

Означення A.2. Дiйснозначну функцiю v(x), де x ∈ D, називатимемо строго опуклою
вниз, якщо для будь-якого x0 ∈ D iснує пряма l0(x) = a0x+ b0, така, що l0(x0) = v(x0)
та l0(x) < v(x) для всiх x ∈ D \ x0.

Лема A.1. Для строго опуклої вниз функцiї v(x) та випадкової величини X строга
рiвнiсть y нерiвностi Єнсена (A.1), тобто

E[v(X)] = v(E[X]),

виникає тодi й лише тодi, коли

P{X = C} = 1, для деякого C ∈ R,

тобто, лише у випадках, коли X є виродженою величиною.
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Доведення. Дiйсно, у випадку виродженої випадкової величини X, тобто, такої, що
рiвна деякiй константi C з ймовiрнiстю одиниця, маємо

E[v(X)] = v(C) = v(E[X]).

Покажемо тепер, що у випадку невиродженої випадкової величини X та строго
опуклої вниз функцiї v(x), строга рiвнiсть у нерiвностi Єнсена (A.1) не виникає взагалi.

Дiсйсно, для невиродженої випадкової величини X справедлива нерiвнiсть

P{X ̸= E[X]} > 0.

Тодi, поклавши x0 = E[X] та скориставшись формулою повної ймовiрностi, маємо

E[v(X)] = E[v(X)|X ̸= E[X]] · P{X ̸= E[X]}
+ E[v(X)|X = E[X]] · P{X = E[X]}

> E[a0X + b0|X ̸= E[X]] · P{X ̸= E[X]}
+ E[a0X + b0|X = E[X]] · P{X = E[X]}

> E[a0X + b0] = a0E[X] + b0 = v(E[X]).

Це завершує доведення леми A.1.

Означення A.3. Дiйснозначну функцiю u(x), де x ∈ D, називатимемо опуклою вгору,
якщо для будь-якого x0 ∈ D iснує пряма l0(x) = a0x + b0, така, що l0(x0) = u(x0) та
l0(x) ≥ u(x) для всiх x ∈ D.

Теорема A.2. (dk: Jensen) Якщо функцiя u(x), для x ∈ D, є опуклою вгору, а область
значень iнтегровної випадкової величини X є пiдмножиною областi D, то має мiсце
наступна нерiвнiсть:

E[u(X)] ≤ u(E[X]). (A.2)

Доведення. Оберемо x0 := E[X], тодi, використовуючи означення опуклої вгору функцiї
та властивiсть лiнiйностi математичного сподiвання, отримуємо

E[u(X)] ≤ E[a0X + b0] = a0E[X] + b0 = u(E[X]),

тобто, твердження Теореми A.2 є справедливим.

Означення A.4. Дiйснозначну функцiю u(x), де x ∈ D, називатимемо строго опуклою
вгору, якщо для будь-якого x0 ∈ D iснує пряма l0(x) = a0x+ b0, така, що l0(x0) = u(x0)
та l0(x) > u(x) для всiх x ∈ D \ x0.

Лема A.2. Для строго опуклої вгору функцiї u(x) та випадкової величини X строга
рiвнiсть у нерiвностi Єнсена (A.2), тобто

E[u(X)] = u(E[X]),

виникає тодi й лише тодi, коли

P{X = C} = 1, для деякого C ∈ R,

тобто, лише у випадках, коли X є виродженою величиною.
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Доведення. Дiйсно, у випадку виродженої випадкової величини X, тобто, такої, що
рiвна деякiй константi C з ймовiрнiстю одиниця, маємо

E[u(X)] = u(C) = u(E[X]).

Покажемо тепер, що у випадку невиродженої випадкової величини X та строго
опуклої вгору функцiї u(x), строга рiвнiсть в нерiвностi Єнсена (A.2) не виникає взагалi.

Дiсйсно, для невиродженої випадкової величини X справедлива нерiвнiсть

P{X ̸= E[X]} > 0.

Тодi, поклавши x0 = E[X] та скориставшись формулою повної ймовiрностi, маємо

E[u(X)] = E[u(X)|X ̸= E[X]] · P{X ̸= E[X]}+
+ E[u(X)|X = E[X]] · P{X = E[X]} <

< E[a0X + b0|X ̸= E[X]] · P{X ̸= E[X]}+
+ E[a0X + b0|X = E[X]] · P{X = E[X]} <

< E[a0X + b0] = a0E[X] + b0 = u(E[X]).

Це завершує доведення леми A.2.

Нерiвнiсть Ляпунова
Теорема A.3. (ru: Ляпунов) Для будь-яких дiйсних чисел α1 та α2, таких, що 0 <
α1 < α2, та будь-якої випадкової величини Z, виконується нерiвнiсть:

(E[|Z|α1 ])1/α1 ≤ (E[|Z|α2 ])1/α2 . (A.3)

Доведення. Для α2 > α1, функцiя v(x) = |x|α2/α1 є опуклою вниз для всiх x ∈ R.
Покладаючи X = |Z|α1 та використовуючи теорему A.1, отримуємо

(E[|Z|α1 ])α2/α1 = v(E[X]) ≤ E[v(X)] = E[|Z|α1·α2/α1 ] = E[|Z|α2 ]

або, бiльш компактно,
(E[|Z|α1 ])α2/α1 ≤ E[|Z|α2 ]. (A.4)

Пiдносячи лiву та праву сторони нерiвностi (A.4) до степеня 1/α2, отримуємо нерiв-
нiсть (A.3).

Нерiвнiсть Гельдера
Теорема A.4. (de: Hölder) Для будь-яких дiйсних чисел p та q, що задовольняють
умови

p > 1, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1,

та випадкових величин Z1 та Z2, таких, що

E[|Z1|p] < +∞ та E[|Z2|q] < +∞,

виконується нерiвнiсть:

E[|Z1Z2|] ≤ (E[|Z1|p])1/p(E[|Z2|q])1/q. (A.5)



Додаток A. Кориснi нерiвностi 89

Рис. A.1: Iлюстрацiя до доведення нерiвностi Гельдера.

Доведення. Розглянемо множину точок (x, y), областi min[x, y] > 0, що задовольняють
рiвняння y = xp−1 (або, що те саме, x = yq−1). Множина таких точок формує криву,
представлену жирними лiнiями на рис. A.1.

Пiдрахуємо площi криволiнiйних трапецiй S1 та S2: площа криволiнiйної трапецiї
S1

S1 =

b∫
0

yq−1dy =
bq

q
,

площа криволiнiйної трапецiї S2

S2 =

a∫
0

xp−1dx =
ap

p
.

З рис. A.1 слiдує, що площа прямокутника з вершинами в точках (0, 0), (a, 0), (0, b)
та (a, b) не перевищує сумарну площу криволiнiйних трапецiй S1 та S2, тобто,

a · b ≤ S1 + S2 =
bq

q
+
ap

p
, (A.6)
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крiм того, нерiвнiсть (A.6) перетворюється в строгу рiвнiсть, тобто

ab =
bq

q
+
ap

p
,

тодi й лише тодi, коли b = ap−1.
Виберемо

a =
|Z1|

(E[|Z1|p])1/p
та b =

|Z2|
(E[|Z2|q])1/q

,

тодi нерiвнiсть (A.6) набуває вигляду

|Z1Z2|
(E[|Z1|p])1/p(E[|Z2|q])1/q

≤ |Z1|p

pE[|Z1|p]
+

|Z2|q

qE[|Z2|q]
. (A.7)

Переходячи до математичного сподiвання в обох частинах нерiвностi (A.7), отримуємо

E[|Z1Z2|]
(E[|Z1|p])1/p(E[|Z2|q])1/q

≤ E[|Z1|p]
pE[|Z1|p]

+
E[|Z2|q]
qE[|Z2|q]

=
1

p
+

1

q
= 1. (A.8)

Помноживши на (E[|Z1|p])1/p(E[|Z2|q])1/q лiву й праву сторони нерiвностi (A.8), отриму-
ємо нерiвнiсть (A.5).



Додаток B

Програмне забезпечення

B.1 Графiчний iнтерфейс користувача

Рис. B.1: Iнтерфейс програми “en: Premium Calculator”.

В цьому параграфi представлено iнтерфейс власноруч розробленого автором посi-
бника в середовищi MatLab GUI пiлотного програмного забезпечення для обчислення
вартостi страхових контрактiв iз можливiстю випадкової появи страхової подiї при де-
яких дискретних та неперервних розподiлах збиткiв “Premium Calculator” за допомогою
якого створено таблицi числових iлюстрацiй представленi в додатку С даного навчаль-
ного посiбника.

Програма є легкою у використаннi. Для обчислення вартостi контракту, треба: 1)
ввести ймовiрнiсть появи страхового випадку; 2) обрати розподiл збиткiв та ввести

91
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значення параметрiв розподiлу; 3) обрати спосiб оцiнювання вартостi контракту та при
необхiдностi задати параметри; 4) натиснути кнопку “Calculate”.

B.2 Кодування
function varargout = Premium_Calculator(varargin)

% Begin initialization code - DO NOT EDIT

gui_Singleton = 1; gui_State = struct(’gui_Name’, mfilename,

’gui_Singleton’, gui_Singleton, ’gui_OpeningFcn’, ...

@Premium_Calculator_OpeningFcn, ’gui_OutputFcn’, ...

@Premium_Calculator_OutputFcn, ’gui_LayoutFcn’, [] , ...

’gui_Callback’, []);

if nargin && ischar(varargin{1})

gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{1});

end

if nargout

[varargout{1:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});

else

gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});

end

% End initialization code - DO NOT EDIT

%This is the opening function for the Premium Calculator Program

function Premium_Calculator_OpeningFcn(hObject, ...

eventdata, handles, varargin)

% Choose default command line output for Premium Calculator

handles.output = hObject;

% Update handles structure

guidata(hObject, handles);

% This part sets up initial values of the GUI elements

set(handles.Distribution_Constant, ’Value’, 1);

set(handles.Distribution_Constant_C, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Constant_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Uniform, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Exponential_mu, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 1);



Додаток B. Програмне забезпечення 93

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

% Outputs from this function are returned to the command line.

function varargout = Premium_Calculator_OutputFcn(hObject,

eventdata, handles)

% Get default command line output from handles structure

varargout{1} = handles.output;

% This is the Callback function for the Constant Claim button

function Distribution_Constant_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Distribution_Constant, ’Value’, 1);

set(handles.Distribution_Constant_C, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Constant_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Uniform, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Exponential_mu, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’Enable’, ’off’);
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set(handles.Distribution_Hyperexponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the Distribution Exponential button

function Distribution_Exponential_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Distribution_Constant, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Constant_C, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Constant_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential, ’Value’, 1);

set(handles.Distribution_Exponential_mu, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Exponential_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the Distribution Hyperexponential button

function Distribution_Hyperexponential_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Distribution_Constant, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Constant_C, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Constant_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Exponential_mu, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’, 1);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_hint, ’Enable’, ’on’);

%This is the Callback function for the Distribution Uniform button

function Distribution_Uniform_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Distribution_Constant, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Constant_C, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Constant_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform, ’Value’, 1);
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set(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Uniform_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Exponential_mu, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the

%Distribution Scaled Shifted Poisson button

function Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_Callback(hObject,

eventdata, handles)

set(handles.Distribution_Constant, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Constant_C, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Constant_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’, 1);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Exponential_mu, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This function checks that the value of the parameter C

%for the Constant Claim is correctly entered

function Distribution_Constant_C_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) |

user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end
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%This is the Create Function for the parameter C of the Constant Claim

function Distribution_Constant_C_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter mu

%for the Exponential Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Exponential_mu_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) |

user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter mu of

%the Exponential Claim Distribution

function Distribution_Exponential_mu_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter q

%for the Hyperexponential Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Hyperexponential_q_Callback(hObject,

eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry)|...

user_entry <= 0 | user_entry >=1

errordlg(’Parameter must be a real number from ...

the interval (0,1)’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter q of

%the Hyperexponential Claim Distribution

function Distribution_Hyperexponential_q_CreateFcn(hObject,

eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter mu_1
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%for the Hyperexponential Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Hyperexponential_mu_1_Callback(hObject,

eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter mu_1 must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter mu_1

%of the Hyperexponential Claim Distribution

function Distribution_Hyperexponential_mu_1_CreateFcn(hObject,

eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter mu_2

%for the Hyperexponential Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Hyperexponential_mu_2_Callback(hObject,

eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter mu_2 must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter mu_2

%of the Hyperexponential Claim Distribution

function Distribution_Hyperexponential_mu_2_CreateFcn(hObject,

eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter d_1

%for the Uniform Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Uniform_d_1_Callback(hObject, eventdata, handles)

d_2=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);
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guidata(hObject, handles);

elseif user_entry >= d_2 & d_2>0

errordlg(’Parameter d_1 must be smaller than ...

parameter d_2’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter d_1

%of the Uniform Claim Distribution

function Distribution_Uniform_d_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter d_2

%for the Uniform Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Uniform_d_2_Callback(hObject, eventdata, handles)

d_1=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

elseif user_entry <= d_1 & d_1>0

errordlg(’Parameter d_2 must be larger than ...

parameter d_1’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter d_2

%of the Uniform Claim Distribution

function Distribution_Uniform_d_2_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter kappa

%for the Scaled Shifted Poisson Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa_Callback(...

hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);
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end

%This is the Create Function for the parameter kappa

%of the Scaled Shifted Poisson Claim Distribution

function Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa_CreateFcn(...

hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter lambda

%for the Scaled Shifted Poisson Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda_Callback(...

hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter lambda

%of the Scaled Shifted Poisson Claim Distribution

function Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda_CreateFcn...

(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function check that the value of the claim appearance

%parameter p is correctly entered

function Claim_Probability_p_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry < 0 | user_entry >1

errordlg(’Probability of claim appearance must be a ...

real number from the interval [0, 1]’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the claim appearance parameter p

function Claim_Probability_p_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end
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%This is the Callback function for the Net Premium button

function Premium_Net_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the Expected Value Premium button

function Premium_Expected_Value_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);
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set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the Variance Premium button

function Premium_Variance_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function

%for the Standard Deviation Premium button

function Premium_Standard_Deviation_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’on’);
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set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the Exponential Premium button

function Premium_Exponential_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the Mean Value Premium button

function Premium_Mean_Value_Callback(hObject, eventdata, handles)
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set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the Percentile Premium button

function Premium_Percentile_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);
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set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the Maximum Loss Premium button

function Premium_Maximum_Loss_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the Esscher Premium button

function Premium_Esscher_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);
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set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the Risk Adjusted Premium button

function Premium_Risk_Adjusted_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function

%for the Zero Utility (Linear) Premium button

function Premium_Zero_Utility_Linear_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);
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set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function

%for the Zero Utility (Exponential) Premium button

function Premium_Zero_Utility_Exponential_Callback(hObject,

eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);
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set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’on’);

%This function checks that the value of the parameter alpha

%of the Expected Value Premium Principle is correctly entered

function Premium_Expected_Value_alpha_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter alpha

%of the Expected Value Premium Principle

function Premium_Expected_Value_alpha_CreateFcn(hObject, eventdata,

handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter alpha

%of the Variance Premium Principle is correctly entered

function Premium_Variance_alpha_Callback(hObject, eventdata,

handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter alpha

%of the Variance Premium Principle

function Premium_Variance_alpha_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter alpha

%of the Standard Deviation Premium Principle is correctly entered

function Premium_Standard_Deviation_alpha_Callback(hObject,

eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0
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errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter alpha

%of the Standard Deviation Premium Principle

function Premium_Standard_Deviation_alpha_CreateFcn(hObject,

eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter alpha

%of the Exponential Premium Principle is correctly entered

function Premium_Exponential_alpha_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter alpha

%of the Exponential Premium Principle

function Premium_Exponential_alpha_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter epsilon

%of the Percentile Premium Principle is correctly entered

function Premium_Percentile_epsilon_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry < 0 | user_entry >1

errordlg(’Parameter must be a real number from ...

the interval [0,1]’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter epsilon

%of the Percentile Premium Principle

function Premium_Percentile_epsilon_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))
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set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter alpha

%of the Esscher Premium Principle is correctly entered

function Premium_Esscher_alpha_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter alpha

%of the Esscher Premium Principle

function Premium_Esscher_alpha_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter rho

%of the Risk Adjusted Premium Principle is correctly entered

function Premium_Risk_Adjusted_rho_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry < 1

errordlg(’Parameter must be a real number which...

not smaller then 1’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter rho

%of the Risk Adjusted Premium Principle

function Premium_Risk_Adjusted_rho_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of the parameter alpha

%of the Zero Utility (exponential) Premium Principle

%is correctly entered

function Premium_Zero_Utility_Exponential_beta_Callback(...

hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);
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set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter alpha

%of the Zero Utility (exponential) Premium Principle

function Premium_Zero_Utility_Exponential_beta_CreateFcn(...

hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This is the Callback of the Output box

function Output_Premium_Callback(hObject, eventdata, handles)

%This is the Create Function of the Output box

function Output_Premium_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This is the CallBack function of the Calculate Button

function Output_Button_Callback(hObject, eventdata, handles)

%parameter_flag is the flag variable

%that checks if all parameters are correctly entered

parameters_flag=0;

%This checks if the parameter C of the Constant Claim

%is correctly entered

if get(handles.Distribution_Constant, ’Value’)==1

if str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’))<=0

errordlg(’Parameter C must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks if the parameter mu

%of the Exponential Claim Distribution is correctly entered

if get(handles.Distribution_Exponential, ’Value’)==1

if str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’))<=0

errordlg(’Parameter of Exponential Distribution...

must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks if the parameters

%of the Hyperexponential Claim Distribution are correctly entered

if get(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’)==1
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if str2double(get(...

handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’))<=0 | ...

str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ...

’string’))>= 1

errordlg(’Parameter q of Hyperexponential ...

Distribution must be a real number from...

the interval (0, 1)’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

elseif str2double(get(...

handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’string’))<=0

errordlg(’Parameter mu_1 of Hyperexponential...

Distribution must be a positive real number’,...

’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

elseif str2double(get(...

handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’string’))<=0

errordlg(’Parameter mu_2 of Hyperexponential ...

Distribution must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks that the parameters

%of the Uniform Claim Distribution are correctly entered

if get(handles.Distribution_Uniform, ’Value’)==1

if str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ...

’string’))<=0

errordlg(’Parameter d_1 of Uniform Distribution...

must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

elseif str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ...

’string’))<=0

errordlg(’Parameter d_2 of Uniform Distribution must...

be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks that the parameters of the Scaled Shifted Poisson

%Claim Distribution are correctly entered

if get(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’)==1

if str2double(...

get(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ...

’string’))<=0

errordlg(’Parameter kappa of Scaled Shifted Poisson ...

Distribution must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

elseif str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ...

’string’))<=0

errordlg(’Parameter lambda of Scaled Shifted Poisson ...

Distribution must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);
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parameters_flag=1;

end

end

%This checks that the claim probability p is correctly entered

if parameters_flag==0 && str2double(...

get(handles.Claim_Probability_p, ’string’))<0 | ...

str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’))>1

errordlg(’Probability of claim appearance must be a real...

number from the interval (0, 1]’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

%This checks that the parameter alpha of the Expected Value

%Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Expected_Value,

’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ...

’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Expected Value ...

Premium Principle!’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks that the parameter alpha of the Variance

%Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Variance, ’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Variance_alpha, ...

’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Variance Premium ...

Principle!’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks that the parameter alpha of the Standard Deviation

%Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Standard_Deviation,

’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ...

’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Standard Deviation...

Premium Principle!’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks that the parameter alpha of the Exponential

%Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Exponential, ’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Exponential_alpha, ...

’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Exponential Premium ...

Principle!’, ’Bad Input’, ’modal’);
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parameters_flag=1;

end

end

%This checks that the parameter epsilon of the Percentile

%Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Percentile, ’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Percentile_epsilon, ...

’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Percentile Premium ...

Principle!’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks that the parameter alpha of the Esscher

%Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Esscher, ’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Esscher_alpha, ...

’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Esscher Premium ...

Principle!’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks that the parameter rho of the Risk Adjusted

%Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Risk Adjusted Premium ...

Principle’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks that the parameter beta of the Zero Utility

%(Exponential) Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 &&

get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’)

if str2double(...

get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta,...

’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Zero Utility ...

(Exponential) Premium Principle’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

% This part calculates Premiums for the case of the Constant Claim

if parameters_flag==0 && get(handles.Distribution_Constant, ’Value’)

if get(handles.Premium_Net, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));
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answer=C*p;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’string’));

answer=C*p*(1+alpha);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Variance, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Variance_alpha, ’string’));

answer=C*p+alpha*C^2*(p-p^2);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’string’));

answer=C*p+alpha*C*sqrt(p-p^2);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Exponential_alpha, ’string’));

answer=(1/alpha)*log(1-p+exp(alpha*C)*p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

answer=C*sqrt(p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Percentile, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

epsilon=str2double(...

get(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’string’));

if epsilon <= p

answer=C;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’0’);

end

elseif get(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’)

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

answer=C;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Esscher, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Esscher_alpha, ’string’));

answer=(C*exp(alpha*C)*p)/(1-p+exp(alpha*C)*p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));



Додаток B. Програмне забезпечення 115

elseif get(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

rho=str2double(...

get(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’string’));

answer=C*p^(1/rho);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

answer=C*p;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

beta=str2double(...

get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’string’));

answer=(1/beta)*log(1-p+exp(beta*C)*p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

end

end

%This part calculates Premiums for the case

%of the Exponential Claim Distribution

if parameters_flag==0 && get(handles.Distribution_Exponential, ’Value’)

if get(handles.Premium_Net, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

answer=p/mu;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’string’));

answer=(p/mu)*(1+alpha);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Variance, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Variance_alpha, ’string’));

answer=p/mu+alpha*(2*p-p^2)/(mu^2);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(...

get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’string’));

answer=(p+alpha*sqrt(2*p-p^2))/mu;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(...

get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));
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alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Exponential_alpha, ’string’));

if alpha < mu

answer=(1/alpha)*log(p*mu/(mu-alpha)+1-p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

end

elseif get(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(...

get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

answer=sqrt(2*p)/mu;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Percentile, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

epsilon=str2double(...

get(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’string’));

if epsilon < p

answer=(-1/mu)*log(epsilon/p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’0’);

end

elseif get(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’)

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

elseif get(handles.Premium_Esscher, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Esscher_alpha, ’string’));

if alpha < mu

answer=p*mu/((mu-alpha+p*alpha)*(mu-alpha));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

end

elseif get(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(...

get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

rho=str2double(...

get(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’string’));

answer=p^(1/rho)*rho/mu;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(...

get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

answer=p/mu;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(...

get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));
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beta=str2double(get(...

handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’string’));

if beta < mu

answer=(1/beta)*log(p*mu/(mu-beta)+1-p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

end

end

end

%This part calculates Premiums for the case

%of the Hyperexponential Claim Distribution

if parameters_flag==0 && ...

get(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’)

if get(handles.Premium_Net, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’string’));

mu_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’string’));

answer=p*q/mu_1+p*(1-q)/mu_2;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’string’));

mu_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’string’));

answer=(p*q/mu_1+p*(1-q)/mu_2)*(1+alpha);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Variance, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’string’));

mu_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Variance_alpha, ’string’));

answer=p*q/mu_1+p*(1-q)/mu_2+alpha*(2*p*q/(mu_1)^2+...

2*p*(1-q)/(mu_2)^2-(p*q/mu_1+p*(1-q)/mu_2)^2);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(...
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get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’string’));

mu_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’string’));

answer=p*q/mu_1+p*(1-q)/mu_2+alpha*sqrt(2*p*q/...

(mu_1)^2+2*p*(1-q)/(mu_2)^2-(p*q*mu_1+p*(1-q)/mu_2)^2);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’string’));

mu_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Exponential_alpha, ’string’));

if alpha < min(mu_1, mu_2)

answer=(1/alpha)*log(p*mu_1*q/(mu_1-alpha)+...

p*mu_2*(1-q)/(mu_2-alpha)+1-p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

end

elseif get(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’string’));

mu_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’string’));

answer=sqrt(2*p*q/(mu_1)^2+2*p*(1-q)/(mu_2)^2);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Percentile, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’string’));

mu_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’string’));

epsilon=str2double(...

get(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’string’));

if epsilon < p

vspom2=inline(’x(1)*x(2)*exp(-x(3)*x(6))+...

x(1)*(1-x(2))*exp(-x(4)*x(6))-x(5)’,’x’);

answer=fmincon(vspom2,[p,q,mu_1,mu_2,...

epsilon,2],[],[],[],[],[p,q,mu_1,mu_2,...

epsilon,0],[p,q,mu_1,mu_2,epsilon,inf]);

set(handles.Output_Premium, ’string’, ...

num2str(answer(6)));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’0’);
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end

elseif get(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’)

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

elseif get(handles.Premium_Esscher, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’string’));

mu_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Esscher_alpha, ’string’));

if alpha < min(mu_1, mu_2)

answer=(p*mu_1*q*(mu_2)^2+p*mu_1*q*alpha^2+...

p*mu_2*(mu_1)^2-2*p*mu_1*mu_2*alpha+...

p*mu_2*alpha^2-p*q*mu_2*(mu_1)^2-...

p*q*mu_2*alpha^2)/((mu_1-alpha)*...

(mu_2-alpha)*((mu_2-alpha+p*alpha)*...

(mu_1-alpha)-alpha*p*q*(mu_1-mu_2)));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

end

elseif get(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’string’));

mu_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’string’));

rho=str2double(...

get(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’string’));

syms z;

answer=double(int((p*q*exp(-mu_1*z) +...

p*(1-q)*exp(-mu_2*z)).^(1./rho) ,z,0,inf));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’string’));

mu_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’string’));

answer=p*q/mu_1+p*(1-q)/mu_2;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’string’));

mu_2=str2double(...
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get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’string’));

beta=str2double(...

get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’string’));

if beta < min(mu_1, mu_2)

answer=(1/beta)*log(1-p -p*mu_1*q/(beta-mu_1)-...

p*mu_2*(1-q)/(beta-mu_2));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

end

end

end

%This part calculates Premiums for the case

%of the Uniform Claim Distribution

if parameters_flag==0 && get(handles.Distribution_Uniform, ’Value’)

if get(handles.Premium_Net, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

answer=(p*(d_2+d_1))/2;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’string’));

answer=(1+alpha)*(p*(d_2+d_1))/2;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Variance, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Variance_alpha, ’string’));

answer=(p*(d_2+d_1))/2+alpha*(p*(d_2^2+d_1*d_2+...

d_1^2)/3-p^2*(d_1+d_2)^2/4);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’string’));

answer=(p*(d_2+d_1))/2+alpha*sqrt(p*(d_2^2+d_1*d_2+...

d_1^2)/3-p^2*(d_1+d_2)^2/4);
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set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Exponential_alpha, ’string’));

answer=(1/alpha)*log(p*(exp(alpha*d_2)-...

exp(alpha*d_1))/(alpha*(d_2-d_1))+1-p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

answer=sqrt(p*(d_2^2+d_1*d_2+d_1^2)/3);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Percentile, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

epsilon=str2double(...

get(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’string’));

if epsilon < p

answer=d_2-epsilon*(d_2-d_1)/p;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’0’);

end

elseif get(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’)

d_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

answer=d_2;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Esscher, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Esscher_alpha, ’string’));

answer=p*(alpha*d_2*exp(alpha*d_2)-alpha*d_1*...

exp(alpha*d_1)-exp(alpha*d_2)+exp(alpha*d_1))/...

(alpha*p*(exp(alpha*d_2)-exp(alpha*d_1))+...

alpha^2*(1-p)*(d_2-d_1));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’)
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p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

rho=str2double(...

get(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’string’));

answer= p^(1./rho)*(d_1+p*d_2)/(1+p)

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

answer=(p*(d_2+d_1))/2;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(...

get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

beta=str2double(...

get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’string’));

answer=(1/beta)*log(p*(exp(beta*d_2)-exp(beta*d_1))/...

(beta*(d_2-d_1))+1-p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

end

end

% This part calculates Premiums for the case

%of the Scaled Shifted Poisson Claim Distribution

if parameters_flag==0 &&

get(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’)

if get(handles.Premium_Net, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

answer=kappa*p*(1+lambda);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

alpha=str2double(get(...

handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’string’));

answer=(1+alpha)*kappa*p*(1+lambda);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Variance, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));
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kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Variance_alpha, ’string’));

answer=kappa*p*(1+lambda)+alpha*(kappa^2*p*(lambda^2+...

3*lambda)-kappa^2*p^2*(2*lambda+lambda^2));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

alpha=str2double(get(...

handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’string’));

answer=kappa*p*(1+lambda)+alpha*sqrt(kappa^2*p*...

(lambda^2+3*lambda)-kappa^2*p^2*(2*lambda+lambda^2));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Exponential_alpha, ’string’));

answer=(1/alpha)*log(1-p+p*exp(alpha*kappa-...

lambda)*exp(lambda*exp(alpha*kappa)));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

answer=kappa^2*p*(lambda^2+3*lambda+1);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Percentile, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

epsilon=str2double(get(...

handles.Premium_Percentile_epsilon, ’string’));

if epsilon < p

m=1;

summa_po_n=0;

vspom=exp(-lambda);

while summa_po_n<=(1-epsilon/p)

summa_po_n=summa_po_n+vspom;

vspom=vspom*lambda/m;

m=m+1;

end
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answer=m*kappa;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’0’);

end

elseif get(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’)

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

elseif get(handles.Premium_Esscher, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Esscher_alpha, ’string’));

answer=p*kappa*exp(alpha*kappa-lambda+lambda*...

exp(alpha*kappa))*(1+lambda*exp(alpha*kappa))/(1-p+...

p*exp(alpha*kappa-lambda)*exp(lambda*exp(alpha*kappa)));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

rho=str2double(...

get(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’string’));

summa_po_n=0;

summa_po_k=0;

while 1-summa_po_k>0.0001

k=0;

summa_po_k=0;

vspom=exp(-1*lambda);

kfactorial=1;

while lambda^k./kfactorial> 0.0001

summa_po_k= summa_po_k+vspom;

k=k+1;

kfactorial=kfactorial*k;

vspom=vspom*lambda./k;

end

summa_po_n=summa_po_n+(1-summa_po_k)^(1./rho);

end

answer= p^(1./rho)*kappa*(1-summa_po_n);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

answer=kappa*p*(1+lambda);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...
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handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

beta=str2double(get(...

handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’string’));

answer=(1/beta)*log(1-p+...

p*exp(beta*kappa-lambda)*exp(lambda*exp(beta*kappa)));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

end

end

%This returns Calculate button to the upper position

set(handles.Output_Button, ’Value’, 0);



Додаток C

Числовi iлюстрацiї

В цьому додатку ми представляємо таблицi числових iлюстрацiй для контрактiв з
можливiстю випадкової появи страхової подiї для деяких дискретних та неперервних
розподiлiв страхових компенсацiй. Таблицi створенi з використанням явних формул
страхового оцiнювання отриманих в четвертому роздiлi навчального посiбника та роз-
робленого на їх основi пiлотного програмного забезпечення щойно представленого у
додатку B.

Сталi виплати з випадковою появою

Табл. C.1: Сталi виплати з випадковою появою

Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

C = 0.2 0.02 0.04 0.1
Нетто C = 2 0.2 0.4 1

C = 20 2 4 10
α = 0.2 0.024 0.048 0.12

C = 0.2 α = 0.5 0.03 0.06 0.15
α = 0.8 0.036 0.072 0.18

Математичного α = 0.2 0,24 0.48 1.2
сподiвання C = 2 α = 0.5 0.3 0.6 1.5

α = 0.8 0.36 0.72 1.8
α = 0.2 2.4 4.8 12

C = 20 α = 0.5 3 6 15
α = 0.8 3.6 7.2 18
α = 0.2 0.0207 0.0412 0.102

C = 0.2 α = 0.5 0.0218 0.0432 0.105
α = 0.8 0.0228 0.0451 0.108
α = 0.2 0.272 0.528 1.2

Дисперсiї C = 2 α = 0.5 0.38 0.72 1.5
α = 0.8 0.488 0.912 1.8
α = 0.2 9.2 16.8 30

C = 20 α = 0.5 20 36 60
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Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

C = 20 α = 0.8 30.8 55.2 90
α = 0.2 0.032 0.056 0.12

C = 0.2 α = 0.5 0.05 0.08 0.15
α = 0.8 0.068 0.104 0.18

Середньо- α = 0.2 0.32 0.56 1.2
квадратичного C = 2 α = 0.5 0.5 0.8 1.5
вiдхилення α = 0.8 0.68 1.04 1.8

α = 0.2 3.2 5.6 12
C = 20 α = 0.5 5 8 15

α = 0.8 6.8 10.4 18
α = 0.2 0.0203 0.0406 0.101

C = 0.2 α = 1 0.0218 0.0433 0.1049
α = 20 0.0925 0.1230 0.1662
α = 0.2 0.2401 0.4691 1.0993

Експоненцiйний C = 2 α = 1 0.4940 0.8232 1.4338
α = 20 1.8849 1.9195 1.9653
α = 0.2 9.25 12.3063 16.625

C = 20 α = 1 17.6974 18.3906 19.3069
α = 20 19.8849 19.9195 19.9653

Середнього C = 0.2 (x+ 1)2 0.0632 0.0894 0.1414
значення C = 2 (x+ 1)2 0.6324 0.8944 1.4142

C = 20 (x+ 1)2 6.3246 8.9443 14.1421
ε = 0.1 0.2 0.2 0.2

C = 0.2 ε = 0.2 0 0.2 0.2
ε = 0.3 0 0 0.2
ε = 0.1 2 2 2

Квантiльний C = 2 ε = 0.2 0 2 2
ε = 0.3 0 0 2
ε = 0.1 20 20 20

C = 20 ε = 0.2 0 20 20
ε = 0.3 0 0 20

Максимальних C = 0.2 0.2 0.2 0.2
збиткiв C = 2 2 2 2

C = 20 20 20 20
α = 0.2 0.0207 0.0412 0.102

C = 0.2 α = 1 0.0238 0.0467 0.1099
α = 20 0.1717 0.1863 0.1964
α = 0.2 0.2843 0.5432 1.1974

Есшера C = 2 α = 1 0.9017 1.2976 1.7616
α = 20 2 2 2
α = 0.2 17.1697 18.6348 19.6403

C = 20 α = 1 20 20 20
α = 20 20 20 20

Вiдрегульований ρ = 1.5 0.043 0.0683 0.1259
ризиком C = 0.2 ρ = 3 0.0928 0.1169 0.1587

ρ = 5 0.1261 0.1449 0.1741
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Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

ρ = 1.5 0.4308 0.6839 1.2599
Вiдрегульований C = 2 ρ = 3 0.9283 1.1696 1.5874
ризиком ρ = 5 1.2619 1.4496 1.7411

ρ = 1.5 4.3089 6.8399 12.5992
C = 20 ρ = 3 9.2832 11.6961 15.874

ρ = 5 12.6191 14.4956 17.411
Нульової C = 0.2 0.02 0.04 0.1
корисностi C = 2 0.2 0.4 1
(лiнiйна) C = 20 2 4 10

β = 0.2 0.0203 0.0406 0.101
C = 0.2 β = 1 0.0218 0.0433 0.1049

β = 20 0.0925 0.123 0.1662
Нульової β = 0.2 0.2401 0.4691 1.0993
корисностi C = 2 β = 1 0.494 0.8232 1.4338
(експоненцiйна) β = 20 1.8849 1.9195 1.9653

β = 0.2 9.25 12.3063 16.625
C = 20 β = 1 17.6974 18.3906 19.3069

β = 20 19.8849 19.9195 19.9653

Експоненцiйний розподiл виплат

Табл. C.2: Експоненцiйний розподiл виплат

Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

µ = 0.5 0.2 0.4 1
Нетто µ = 1 0.1 0.2 0.5

µ = 5 0.02 0.04 0.1
α = 0.2 0.24 0.48 1.2

µ = 0.5 α = 0.5 0.3 0.6 1.5
α = 0.8 0.36 0.72 1.8

Математичного α = 0.2 0.12 0.24 0.6
сподiвання µ = 1 α = 0.5 0.15 0.3 0.75

α = 0.8 0.18 0.36 0.9
α = 0.2 0.024 0.048 0.12

µ = 5 α = 0.5 0.03 0.06 0.15
α = 0.8 0.036 0.072 0.18
α = 0.2 0.352 0.688 1.6

µ = 0.5 α = 0.5 0.58 1.12 2.5
α = 0.8 0.808 1.552 3.4
α = 0.2 0.138 0.272 0.65

Дисперсiї µ = 1 α = 0.5 0.195 0.38 0.875
α = 0.8 0.252 0.488 1.1

µ = 5 α = 0.2 0.0215 0.0428 0.106
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Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

Дисперсiї µ = 5 α = 0.5 0.0238 0.0472 0.115
α = 0.8 0.026 0.0515 0.124
α = 0.2 0.3743 0.64 1.3464

µ = 0.5 α = 0.5 0.6358 1 1.866
α = 0.8 0.8974 1.36 2.3856

Середньо- α = 0.2 0.1871 0.32 0.6732
квадратичного µ = 1 α = 0.5 0.3179 0.5 0.933
вiдхилення α = 0.8 0.4487 0.68 1.1928

α = 0.2 0.0374 0.064 0.1346
µ = 5 α = 0.5 0.0635 0.1 0.1866

α = 0.8 0.0897 0.136 0.2385
α = 0.2 0.3226 0.6258 1.4384

µ = 0.5 α = 1 +∞ +∞ +∞
α = 20 +∞ +∞ +∞
α = 0.2 0.1234 0.2439 0.5889

Експоненцiйний µ = 1 α = 1 +∞ +∞ +∞
α = 20 +∞ +∞ +∞
α = 0.2 0.0207 0.0414 0.1031

µ = 5 α = 1 0.0246 0.0487 0.1177
α = 20 +∞ +∞ +∞

Середнього µ = 0.5 (x+ 1)2 0.8944 1.2649 2
значення µ = 1 (x+ 1)2 0.4472 0.6324 1

µ = 5 (x+ 1)2 0.0894 0.1264 0.2
ε = 0.1 0 1.3863 3.2189

µ = 0.5 ε = 0.2 0 0 1.8326
ε = 0.3 0 0 1.0217
ε = 0.1 0 0.6931 1.6094

Квантiльний µ = 1 ε = 0.2 0 0 0.9162
ε = 0.3 0 0 0.5108
ε = 0.1 0 0.1386 0.3218

µ = 5 ε = 0.2 0 0 0.1832
ε = 0.3 0 0 0.1021

Макс. збиткiв µ > 0 +∞ +∞ +∞
α = 0.2 0.5208 0.9803 2.0833

µ = 0.5 α = 1 +∞ +∞ +∞
α = 20 +∞ +∞ +∞
α = 0.2 0.1524 0.2976 0.6944

Есшера µ = 1 α = 1 +∞ +∞ +∞
α = 20 +∞ +∞ +∞
α = 0.2 0.0216 0.043 0.1062

µ = 5 α = 1 0.0304 0.0595 0.1388
α = 20 +∞ +∞ +∞
ρ = 1.5 0.6463 1.026 1.8899

Вiдрегульований µ = 0.5 ρ = 3 2.785 3.5088 4.7622
ризиком ρ = 5 6.3096 7.2478 8.7055

ρ = 1.5 0.3231 0.5129 0.9449
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Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

µ = 1 ρ = 3 1.3925 1.7544 2.3811
Вiдрегульований ρ = 5 3.1548 3.6239 4.3528
ризиком ρ = 1.5 0.6463 0.1026 0.1889

µ = 5 ρ = 3 0.2785 0.3508 0.4762
ρ = 5 0.6309 0.7247 0.8705

Нульової µ = 0.5 0.2 0.4 1
корисностi µ = 1 0.1 0.2 0.5
(лiнiйна) µ = 5 0.02 0.04 0.1

β = 0.2 0.3226 0.6258 1.4384
µ = 0.5 β = 1 +∞ +∞ +∞

β = 20 +∞ +∞ +∞
Нульової β = 0.2 0.1234 0.2439 0.5889
корисностi µ = 1 β = 1 +∞ +∞ +∞
(експоненцiйна) β = 20 +∞ +∞ +∞

β = 0.2 0.0207 0.0414 0.1031
µ = 5 β = 1 0.0246 0.0487 0.1177

β = 20 +∞ +∞ +∞

Гiперекспоненцiйний розподiл виплат

Табл. C.3: Гiперекспоненцiйний розподiл виплат

Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

q = 0.2
µ1 = 0.1 0.216 0.432 1.08
µ2 = 5
q = 0.5

Нетто µ1 = 0.1 0.51 1.02 2.55
µ2 = 5
q = 0.8
µ1 = 0.1 0.804 1.608 4.02
µ2 = 5

q = 0.2 α = 0.2 0.2592 0.5184 1.296
µ1 = 0.1 α = 0.5 0.324 0.648 1.62
µ2 = 5 α = 0.8 0.3888 0.7776 1.944

Математичного q = 0.5 α = 0.2 0.612 1.224 3.06
сподiвання µ1 = 0.1 α = 0.5 0.765 1.53 3.825

β = 5 α = 0.8 0.918 1.836 4.59
q = 0.8 α = 0.2 0.9648 1.9296 4.824
µ1 = 0.1 α = 0.5 1.206 2.412 6.03
µ2 = 5 α = 0.8 1.4472 2.8944 7.236

Дисперсiї q = 0.2 α = 0.2 1.0079 1.9972 4.8531
Продовження на наступнiй сторiнцi



Додаток C. Числовi iлюстрацiї 131

Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

µ1 = 0.1 α = 0.5 2.1959 4.3451 10.5128
µ2 = 5 α = 0.8 3.3838 6.6929 16.1725
q = 0.5 α = 0.2 2.4588 4.8135 11.2535

Дисперсiї µ1 = 0.1 α = 0.5 5.3819 10.5038 24.3088
µ2 = 5 α = 0.8 8.3051 16.1941 37.364
q = 0.8 α = 0.2 3.875 7.4915 16.7895
µ1 = 0.1 α = 0.5 8.4816 16.3168 35.9438
µ2 = 5 α = 0.8 13.0881 25.142 55.0981
q = 0.2 α = 0.2 0.6163 0.998 1.975
µ1 = 0.1 α = 0.5 1.2168 1.8472 3.3174
µ2 = 5 α = 0.8 1.8172 2.6964 4.6598

Середньо- q = 0.5 α = 0.2 1.1426 1.9146 3.9644
квадратичного µ1 = 0.1 α = 0.5 2.0914 3.2565 6.086
вiдхилення µ2 = 5 α = 0.8 3.0403 4.5983 8.2077

q = 0.8 α = 0.2 1.604 2.7394 5.8089
µ1 = 0.1 α = 0.5 2.8041 4.4365 8.4923
µ2 = 5 α = 0.8 4.0041 6.1337 11.1756
q = 0.2 α = 0.02 0.2653 0.5293 1.3129
µ1 = 0.1 α = 1 +∞ +∞ +∞
µ2 = 5 α = 20 +∞ +∞ +∞
q = 0.5 α = 0.02 0.631 1.2542 3.0785

Експоненцiйний µ1 = 0.1 α = 1 +∞ +∞ +∞
µ2 = 5 α = 20 +∞ +∞ +∞
q = 0.8 α = 0.02 0.994 1.9688 4.7838
µ1 = 0.1 α = 1 +∞ +∞ +∞
µ2 = 5 α = 20 +∞ +∞ +∞
q = 0.2
µ1 = 0.1 (x+ 1)2 2.0016 2.8307 4.4757
µ2 = 5

Середнього q = 0.5
значення µ1 = 0.1 (x+ 1)2 3.1629 4.473 7.0725

µ2 = 5
q = 0.8
µ1 = 0.1 (x+ 1)2 4.0002 5.6571 8.9447
µ2 = 5

q = 0.2 ε = 0.1 0 100.45 110.57
µ1 = 0.1 ε = 0.2 0 0 84.05
µ2 = 5 ε = 0.3 0 0 75.12
q = 0.5 ε = 0.1 0 105.53 114.31

Квантiльний µ1 = 0.1 ε = 0.2 0 0 105.04
µ2 = 5 ε = 0.3 0 0 95.12
q = 0.8 ε = 0.1 0 114.94 121.03
µ1 = 0.1 ε = 0.2 0 0 110.14
µ2 = 5 ε = 0.3 0 0 102.04

Макс. збиткiв +∞ +∞ +∞
Есшера q = 0.2 α = 0.02 0.3268 0.6503 1.6006
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Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

µ1 = 0.1 α = 1 +∞ +∞ +∞
µ2 = 5 α = 20 +∞ +∞ +∞
q = 0.5 α = 0.02 0.7814 1.5435 3.7204

Есшера µ1 = 0.1 α = 1 +∞ +∞ +∞
µ2 = 5 α = 20 +∞ +∞ +∞
q = 0.8 α = 0.02 1.2293 2.4112 5.6981
µ1 = 0.1 α = 1 +∞ +∞ +∞
µ2 = 5 α = 20 +∞ +∞ +∞
q = 0.2 ρ = 1.5 1.1378 1.8062 3.327
µ1 = 0.1 ρ = 3 8.1941 10.3239 14.0117
µ2 = 5 ρ = 5 22.9135 26.3207 31.6145

Вiдрегу- q = 0.5 ρ = 1.5 2.0528 3.2587 6.0025
льований µ1 = 0.1 ρ = 3 11.0739 13.9522 18.9361
ризиком µ2 = 5 ρ = 5 27.4831 31.5698 37.9192

q = 0.8 ρ = 1.5 2.7911 4.4305 8.1611
µ1 = 0.1 ρ = 3 12.9336 16.2953 22.1162
µ2 = 5 ρ = 5 30.1767 34.664 41.6357
q = 0.2
µ1 = 0.1 0.216 0.432 1.08
µ2 = 5

Нульової q = 0.5
корисностi µ1 = 0.1 0.51 1.02 2.55
(лiнiйна) µ2 = 5

q = 0.8
µ1 = 0.1 0.804 1.608 4.02
µ2 = 5

q = 0.2 β = 0.02 0.2653 0.5293 1.3129
µ1 = 0.1 β = 1 +∞ +∞ +∞
µ2 = 5 β = 20 +∞ +∞ +∞

Нульової q = 0.5 β = 0.02 0.631 1.2542 3.0785
корисностi µ1 = 0.1 β = 1 +∞ +∞ +∞
(експоненцiйна) µ2 = 5 β = 20 +∞ +∞ +∞

q = 0.8 β = 0.02 0.994 1.9688 4.7838
µ1 = 0.1 β = 1 +∞ +∞ +∞
µ2 = 5 β = 20 +∞ +∞ +∞

Рiвномiрний розподiл виплат

Табл. C.4: Рiвномiрний розподiл виплат

Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

Нетто d1 = 0.2
d2 = 0.4 0.03 0.06 0.15
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Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

d1 = 0.5
Нетто d2 = 1.5 0.1 0.2 0.5

d1 = 2
d2 = 20 1.1 2.2 5.5
d1 = 0.2 α = 0.2 0.036 0.072 0.18
d2 = 0.4 α = 0.5 0.045 0.09 0.225

α = 0.8 0.054 0.108 0.27
Математичного d1 = 0.5 α = 0.2 0.12 0.24 0.6
сподiвання d2 = 1.5 α = 0.5 0.15 0.3 0.75

α = 0.8 0.18 0.36 0.9
d1 = 2 α = 0.2 1.32 2.64 6.6
d2 = 20 α = 0.5 1.65 3.3 8.25

α = 0.8 1.98 3.96 9.9
d1 = 0.2 α = 0.2 0.0316 0.063 0.1548
d2 = 0.4 α = 0.5 0.0342 0.0675 0.1621

α = 0.8 0.0367 0.0721 0.1693
d1 = 0.5 α = 0.2 0.1196 0.2353 0.5583

Дисперсiї d2 = 1.5 α = 0.5 0.1491 0.2883 0.6458
α = 0.8 0.1786 0.3413 0.7333

d1 = 2 α = 0.2 3.881 7.152 14.25
d2 = 20 α = 0.5 7.895 14.68 27.375

α = 0.8 11.972 22.008 40.5
d1 = 0.2 α = 0.2 0.0483 0.0845 0.1811
d2 = 0.4 α = 0.5 0.0759 0.1213 0.2277

α = 0.8 0.1034 0.1582 0.2743
Середньо- d1 = 0.5 α = 0.2 0.1627 0.2841 0.608
квадратичного d2 = 1.5 α = 0.5 0.2567 0.4101 0.7701
вiдхилення α = 0.8 0.3508 0.5362 0.9321

d1 = 2 α = 0.2 1.8373 3.1952 6.8229
d2 = 20 α = 0.5 2.9432 4.688 8.8072

α = 0.8 4.0492 6.1808 10.7915
d1 = 0.2 α = 0.02 0.0301 0.0602 0.1502
d2 = 0.4 α = 1 0.0346 0.0681 0.1622

α = 20 0.2143 0.2496 0.2952
d1 = 0.5 α = 0.02 0.1009 0.2018 0.5029

Експоненцiйний d2 = 1.5 α = 1 0.1683 0.3123 0.6504
α = 20 1.2351 1.2697 1.3156

d1 = 2 α = 0.02 1.2484 2.4663 5.9517
d2 = 20 α = 1 14.807 15.5002 16.4165

α = 20 19.5906 19.6252 19.671
d1 = 0.2
d2 = 0.4 (x+ 1)2 0.0966 0.1366 0.2161

Середнього d1 = 0.5
значення d2 = 1.5 (x+ 1)2 0.3291 0.4655 0.7359

d1 = 2

Продовження на наступнiй сторiнцi
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Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

Серед. значення d2 = 20 (x+ 1)2 3.8417 5.4406 8.6023
d1 = 0.2 ε = 0.1 0 0.3 0.36
d2 = 0.4 ε = 0.2 0 0 0.32

ε = 0.3 0 0 0.28
d1 = 0.5 ε = 0.1 0 1 1.3

Квантiльний d2 = 1.5 ε = 0.2 0 0 1.1
ε = 0.3 0 0 0.9

d1 = 2 ε = 0.1 0 11 16.4
d2 = 20 ε = 0.2 0 0 12.8

ε = 0.3 0 0 9.2
d1 = 0.2
d2 = 0.4 0.4 0.4 0.4

Макcимальних d1 = 0.5
збиткiв d2 = 1.5 1.5 1.5 1.5

d1 = 2
d2 = 20 20 20 20
d1 = 0.2 α = 0.02 0.0302 0.0603 0.1505
d2 = 0.4 α = 1 0.0396 0.0766 0.1744

α = 20 0.3494 0.3518 0.3534
d1 = 0.5 α = 0.02 0.1019 0.2036 0.5058

Есшера d2 = 1.5 α = 1 0.2594 0.4486 0.7997
α = 20 1.45 1.45 1.45

d1 = 2 α = 0.02 1.41 2.7521 6.4169
d2 = 20 α = 1 19 19 19

α = 20 19.95 19.95 19.95
d1 = 0.2 ρ = 1.5 0.0471 0.0797 0.1679
d2 = 0.4 ρ = 3 0.1012 0.1364 0.2116

ρ = 5 0.1376 0.1691 0.2326
Вiдрегу- d1 = 0.5 ρ = 1.5 0.1273 0.228 0.5249
льований d2 = 1.5 ρ = 3 0.2742 0.3898 0.6614
ризиком ρ = 5 0.3728 0.4832 0.7254

d1 = 2 ρ = 1.5 0.7834 1.71 5.0397
d2 = 20 ρ = 3 1.6879 2.924 6.3496

ρ = 5 2.2944 3.6239 6.9644
d1 = 0.2

Нульової d2 = 0.4 0.03 0.06 0.15
корисностi d1 = 0.5
(лiнiйна) d2 = 1.5 0.1 0.2 0.5

d1 = 2
d2 = 20 1.1 2.2 5.5
d1 = 0.2 β = 0.02 0.0301 0.0601 0.1502

Нульової d2 = 0.4 β = 1 0.0346 0.0681 0.1622
корисностi β = 20 0.2143 0.2496 0.2952
(експоненцiйна) d1 = 0.5 β = 0.02 0.1009 0.2017 0.5029

d2 = 1.5 β = 1 0.1683 0.3123 0.6505
β = 20 1.2351 1.2697 1.3156
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Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

Нульової d1 = 2 β = 0.02 1.2484 2.4663 5.9517
корисностi d2 = 20 β = 1 14.807 15.5002 16.4165
(експоненцiйна) β = 20 19.5906 19.6252 19.671

Зсунутий нормований пуасонiвський
розподiл виплат

Табл. C.5: Зсунутий нормований пуасонiвський розподiл виплат

Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

κ = 0.2
λ = 2 0.06 0.12 0.3

Нетто κ = 2
λ = 0.2 0.24 0.48 1.2
κ = 5
λ = 5 3 6 15
κ = 0.2 α = 0.2 0.072 0.144 0.36
λ = 2 α = 0.5 0.09 0.18 0.45

α = 0.8 0.108 0.216 0.54
Математичного κ = 2 α = 0.2 0.288 0.576 1.44
сподiвання λ = 0.2 α = 0.5 0.36 0.72 1.8

α = 0.8 0.432 0.864 2.16
κ = 5 α = 0.2 3.6 7.2 18
λ = 5 α = 0.5 4.5 9 22.5

α = 0.8 5.4 10.8 27
κ = 0.2 α = 0.2 0.0673 0.1334 0.324
λ = 2 α = 0.5 0.0784 0.1536 0.36

α = 0.8 0.0894 0.1737 0.396
κ = 2 α = 0.2 0.2876 0.5683 1.368

Дисперсiї λ = 0.2 α = 0.5 0.3592 0.7008 1.62
α = 0.8 0.4307 0.8332 1.872

κ = 5 α = 0.2 21.25 39 71.25
λ = 5 α = 0.5 48.625 88.5 155.62

α = 0.8 76 138 240
κ = 0.2 α = 0.2 0.0984 0.1718 0.3692
λ = 2 α = 0.5 0.1559 0.2496 0.47321

α = 0.8 0.2134 0.3274 0.5771
Середньо- κ = 2 α = 0.2 0.3376 0.6129 1.3833
квадратичного λ = 0.2 α = 0.5 0.4841 0.8122 1.6583
вiдхилення α = 0.8 0.6306 1.0116 1.9332

κ = 5 α = 0.2 4.9105 8.569 18.3541
λ = 5 α = 0.5 7.7762 12.4226 23.3853
Продовження на наступнiй сторiнцi
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Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

Сер. квад. вiдх. α = 0.8 10.642 16.2762 28.4164
κ = 0.2 α = 0.02 0.0604 0.1207 0.3013
λ = 2 α = 1 0.0863 0.1658 0.3721

α = 20 5.4447 5.4793 5.5252
κ = 2 α = 0.02 0.2461 0.4909 1.2185

Експоненцiйний λ = 0.2 α = 1 1.2674 1.8089 2.6217
α = 20 +∞ +∞ +∞

κ = 5 α = 0.02 4.1704 8.0195 18.0555
λ = 5 α = 1 +∞ +∞ +∞

α = 20 +∞ +∞ +∞
κ = 0.2
λ = 2 (x+ 1)2 0.044 0.088 0.22

Середнього κ = 2
значення λ = 0.2 (x+ 1)2 0.656 1.312 3.28

κ = 5
λ = 5 (x+ 1)2 102.5 205 512.5
κ = 0.2 ε = 0.1 0 0.8 1
λ = 2 ε = 0.2 0 0 0.8

ε = 0.3 0 0 0.6
κ = 2 ε = 0.1 0 4 4

Квантiльний λ = 0.2 ε = 0.2 0 0 4
ε = 0.3 0 0 4

κ = 5 ε = 0.1 0 35 45
λ = 5 ε = 0.2 0 0 35

ε = 0.3 0 0 30
Макс. збиткiв +∞ +∞ +∞

κ = 0.2 α = 0.02 0.0608 0.1214 0.3026
λ = 2 α = 0.1 0.0641 0.1276 0.3132

α = 0.4 0.0788 0.1535 0.3555
κ = 2 α = 0.02 0.2523 0.5021 1.2373

Есшера λ = 0.2 α = 0.1 0.3091 0.6021 1.3955
α = 0.4 0.6939 1.2009 2.1383

κ = 5 α = 0.02 5.6129 10.3941 21.2596
λ = 5 α = 0.1 38.1017 42.2208 45.1494

α = 0.4 189.726 189.726 189.726
κ = 0.2 ρ = 1.5 0.0431 0.0684 0.1259
λ = 2 ρ = 3 0.0909 0.1145 0.1555

ρ = 5 0.114 0.1309 0.1573
Вiдрегульований κ = 2 ρ = 1.5 0.4302 0.6829 1.2581
ризиком λ = 0.2 ρ = 3 0.8926 1.1246 1.5264

ρ = 5 1.0833 1.2444 1.4946
κ = 5 ρ = 1.5 1.0772 1.7099 3.1496
λ = 5 ρ = 3 2.3045 2.9035 3.9407

ρ = 5 2.9939 3.4391 4.1307
Нул. корисностi κ = 0.2
(лiнiйна) λ = 2 0.06 0.12 0.3
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Спосiб
оцiнювання

Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

Нульової κ = 2
корисностi λ = 0.2 0.24 0.48 1.2
(лiнiйна) κ = 5

λ = 5 3 6 15
κ = 0.2 β = 0.02 0.0604 0.1207 0.3013
λ = 2 β = 1 0.0863 0.1658 0.3721

β = 20 5.4447 5.4793 5.5252
Нульової κ = 2 β = 0.02 0.2461 0.4909 1.2185
корисностi λ = 0.2 β = 1 1.2674 1.8089 2.6217
(експоненцiйна) β = 20 +∞ +∞ +∞

κ = 5 β = 0.02 4.1704 8.0195 18.056
λ = 5 β = 1 +∞ +∞ +∞

β = 20 +∞ +∞ +∞
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& Co LTD, 1969. — 191 p.

[23] Bening V.E. Generalized Poisson Models and their Applications in Insurance and Fi-
nance / V.E. Bening, V.Yu. Korolev — Utrecht: Brill Academic Publishers, 2002. —
434 p.

[24] Benjamin B. The Analysis of Mortality and other Actuarial Statistics / B. Benjamin,
J.H. Pollard — London: Institute of Actuaries, The Chameleon Press Ltd., 1980. —
466 p.

[25] Berliner B. A risk measure alternative to the variance / B. Berliner // ASTIN Bulletin.
— 1977. — Vol. 9. — P. 42–58.
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