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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Страхування є важливою складовою на-

шого повсякденного життя. Люди купують полiси страхування життя,

страхування автотранспорту, страхування споруд та примiщень тощо у

випадках, коли вони погоджуються платити вiдносно малу фiксовану

цiну за захист вiд випадкових досить значних фiнансових та мате-

рiальних втрат, спричинених природними факторами, а також дiями

третiх осiб.

Деякi форми страхування вiдомi ще з античних часiв. Сюди слiд

вiднести випадки взаємодопомоги при використаннi ресурсiв усiєї гро-

мади для пiдтримки окремих постраждалих осiб. Так, скажiмо, селяни

могли допомогти односелцю вiдновити поголiв’я померлої внаслiдок

хвороб худоби, розраховуючи при цьому на подiбну допомогу у випад-

ках, коли вони теж її потребуватимуть.

Iсторично першою страховою компанiєю вважається лондонська ка-

в’ярня, власником якої був Edward Lloyd. Кав’ярню вiдвiдували за-

можнi купцi та кораблевласники, якi з 1688-го року почали пiдпису-

вати в нiй договори взаємодопомоги на випадок втрати торгових ко-

раблiв. Так виникла нинi добре вiдома страхова компанiя Lloyd’s of

London.

Страховий бiзнес — це бiзнес, що базується на невизначеностi май-

бутнього. Органiзацiя такого бiзнесу вимагає серйозних математичних

знань та навикiв. Частина математики, яка слугує таким цiлям, нази-

вається актуарною математикою. 1693-й рiк можна вважати роком на-
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родження актуарної математики як наукової дисциплiни. Саме в цьому

роцi англiйський вчений Edmond Halley (той самий, в честь якого на-

звана комета Галея) створив першу в iсторiї таблицю смертностi i тим

самим заклав основу розвитку теорiї страхування життя.

В дев’ятнадцятому столiттi в царськiй Росiї виникло досить бага-

то страхових товариств. Разом з цим з’явилися вченi–математики, якi

на науковому рiвнi займалися питаннями страхування i розв’язуван-

ням економiчних та демографiчних задач. Серед таких вчених вар-

то згадати С.Є. Савiча, А.А. Маркова, Є.Є. Слуцького, Д.О. Граве,

М.В. Остроградського та В.Я. Буняковського.

Не дивлячись на досить вдалий старт, актуарнi моделi були повнiст-

тю позбавленi наукової уваги та майже не розвивалися в нашiй країнi

протягом радянського перiоду. Це було зумовлено, зокрема, iдеологiєю

країни та державною монополiєю на страховому ринку. Ситуацiя по-

чала змiнюватися лише пiсля розпаду радянської системи та з появою

приватних i акцiонерних страхових компанiй. Зрозумiло, що за таких

обставин вiтчизнянi актуарна наука та освiта дуже вiдстали вiд за-

хiдних. Варто згадати, що перший україномовний пiдручник, один з

роздiлiв якого був присвячений актуарнiй математицi, з’явився лише

в 1995-му роцi.

Ситуацiя значно покращилася завдяки проведенню цiлого ряду ук-

раїнсько–скандинавських конференцiй з актуарної математики та ма-

тематичної економiки протягом останнiх двох десятилiть. Завдяки цьо-

му, в Українi з’явилося досить багато вчених, якi на науковому рiвнi

почали займатися колективними моделями страхування, як то класич-

на модель ризику та її численнi узагальнення.

Колективнi моделi описують дiяльнiсть страхових компанiй при од-

ночасному розглядi тисяч контрактiв. При цьому, як правило, дос-

лiджуються питання, пов’язанi з ймовiрнiстю банкрутства страхової
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компанiї.

На вiдмiну вiд колективних, iндивiдуальнi моделi аналiзують дiяль-

нiсть страхової компанiї, вiдштовхуючись вiд конкретного клiєнта. Ви-

користовуючи iндивiдуальнi моделi, встановлюють, зокрема, вартiсть

страхового контракту для клiєнта iз певним набором особистих хара-

ктеристик. Тобто, з точки зору практичних застосувань, iндивiдуальнi

моделi ризику є не менш важливi, нiж колективнi, проте до цього часу

українськi вченi придiляли їм досить мало наукової уваги.

Однiєю з цiлей написання даної дисертацiї є привернення уваги ук-

раїнської наукової спiльноти саме до iндивiдуальних моделей ризику,

а також спонукання їх розвитку в Українi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiя виконана в рамках програми розвитку викладання мате-

матико–економiчних дисциплiн Нацiонального педагогiчного унiверси-

тету iменi М.П. Драгоманова (м. Київ). Дослiдження здiйснювалось в

рамках науково–дослiдних тем:

— «Фрактальний аналiз математичних об’єктiв зi складною локаль-

ною будовою» (№ державної реєстрацiї 0107U000583);

— «Фрактальний аналiз неперервних функцiй i мiр» (№ державної

реєстрацiї 0111U000053);

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є побудова

та аналiз можливих методiв пiдрахунку вартостi страхових контрактiв

у випадку вiдомих розподiлiв страхових компенсацiй. Для досягнення

поставленої мети в дисертацiйнiй роботi розв’язанi наступнi задачi:

— проведено класифiкацiю принципiв пiдрахунку страхових контра-

ктiв;

— зроблено аналiз адекватностi принципiв пiдрахунку контрактiв ре-

альнiй ситуацiї роботи страхової компанiї;
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— вивчено та проаналiзовано з точки зору страховика та клiєнта вла-

стивостi принципiв пiдрахунку контрактiв;

— отримано ряд характеризацiйних теорем для принципiв пiдрахун-

ку контрактiв, що базуються на допомiжних функцiях;

— створено програмний продукт, що дає можливiсть пiдрахунку вар-

тостi страхових контрактiв.

Об’єкт дослiдження — принципи пiдрахунку вартостi страхових

контрактiв при вiдомих розподiлах збиткiв.

Предмет дослiдження — бажанi кориснi властивостi, якими можуть

володiти або не володiти, методи (принципи) пiдрахунку вартостi стра-

хових контрактiв.

Методи дослiдження. У роботi використовуються методи матема-

тичного моделювання, теоретико-ймовiрнiснi методи, методи якiсної

теорiї диференцiальних рiвнянь.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї

вперше одержанi такi науковi результати:

— розроблено пiдхiд, за допомогою якого проведена класифiкацiя

принципiв пiдрахунку страхових контрактiв;

— зроблена оцiнка корисностi контрактiв як з точки зору страховика

так i клiєнта;

— отримано повний спектр характеризацiйних теорем для методу се-

реднього значення, методiв еквiвалентної та нульової корисностi

страховика та методiв еквiвалентної та нульової корисностi клiєн-

та;

— дослiджена гранична поведiнка страхових премiй, як функцiй па-

раметрiв ризику;
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— доведена властивiсть монотонностi певних страхових контрактiв,

як функцiй вiд параметрiв ризику;

— для найбiльш поширених страхових контрактiв створена програма

для обчислення їх вартостей.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисер-

тацiя має яскраво виражений практичний змiст. Отриманi в нiй ре-

зультати можуть використовуватися спiвробiтниками страхових, бан-

кiвських, iнвестицiйних та пенсiйних установ при застосуваннi меха-

нiзмiв страхового захисту. Матерiали дисертацiї також можуть бути

включенi до фiнансово–математичних освiтнiх програм пiдготовки ак-

туарiїв та фiнансових аналiтикiв.

Особистий внесок здобувача. Усi представленi в дисерта-

цiї результати отриманi автором самостiйно. У спiльних iз науковим

керiвником роботах, керiвнику належить постановка розглянутих за-

дач, обговорення та перевiрка отриманих результатiв.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї публiкувалися в робо-

тах: Дрозденко В.О. [8], та Pratsiovytyi M.V. and Drozdenko V.O. [86],

[87], [88], [89], [90], [91]. Крiм цього, отриманi в дисертацiї результа-

ти анонсувалися також у збiрниках тез конференцiй перерахованих у

роздiлi Апробацiя результатiв дисертацiї.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї

доповiдались та обговорювались на:

— Другiй мiжвузiвськiй конференцiї студентiв та аспiрантiв (Київ,

2011-й рiк);

— XVI-й Мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка Михайла

Крав-чука (Київ, 2012-й рiк);

— Третiй мiжнароднiй конференцiї “Сучасна стохастика: теорiя та

застосувавння” присвяченiй 100-рiччю вiд дня народження Бориса
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Гнеденка та 80-ти рiччю вiд дня народження Михайла Ядренка

(Київ, 2012-й рiк);

— Мiжнароднiй конференцiї “Асимптотичнi методи в теорiї дифе-

ренцiальних рiвнянь” присвяченiй 80-ти рiччю вiд дня народження

Миколи Шкiля (Київ, 2012-й рiк);

— Всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми теорiї

ймовiрностей та математичного аналiзу” (Ворохта, 2013-й рiк);

— Третiй мiжвузiвськiй конференцiї студентiв та аспiрантiв (Київ,

2013-й рiк);

— конференцiї Боголюбовськi читання DIF 2013 “Диференцiальнi

рiвняння, теорiя функцiй та їх застосування” присвяченiй 75-ти

рiччю вiд дня народження Анатолiя Самойленка (Севастополь,

2013-й рiк);

— П’ятiй мiжнароднiй конференцiї з аналiтичної теорiї чисел i про-

сторових мозаїк присвяченiй пам’ятi Георгiя Вороного (Київ, 2013-й

рiк);

— науковому семiнарi фiзико математичного iнституту Нацiонально-

го педагогiчного унiверситету iменi М.П. Драгоманова (20 березня

2014 р., керiвник семiнару д.ф.-м.н., проф. М.В. Працьовитий);

— науковому семiнарi “Стохастичнi диференцiальнi рiвняння” при

кафедрi загальної математики механiко математичного факульте-

ту Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка

(16 квiтня 2014 р., керiвники семiнару д.ф.-м.н., проф. Г.Л. Кулiнiч

та д.ф.-м.н., проф. О.М. Станжицький);

— науковому семiнарi “Системний аналiз i теорiя оптимальних рiше-

нь” факультету кiбернетики Київського нацiонального унiверсите-

ту iменi Тараса Шевченка (22 жовтня 2014 р., керiвник семiнару
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д.ф.-м.н., проф. О.Г. Наконечний);

— науковому семiнарi кафедри прикладної математики Чернiвецько-

го нацiонального унiверситету iменi Юрiя Федьковича (6 листопа-

да 2014 р., керiвник семiнару д.ф.-м.н., проф. I.М. Черевко).

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається

зi вступу, чотирьох роздiлiв, двох додаткiв, висновкiв та списку вико-

ристаних джерел, що мiстить 120 найменувань. Повний обсяг роботи

складає 214 сторiнок, з них список використаних джерел складає 13

сторiнок, а додатки 50 сторiнок. Основний змiст роботи складає 151

сторiнку.

У вступi викладено загальнi вiдомостi про тематику та предмет

дослiдження дисертацiї, обґрунтовано їх важливiсть та актуальнiсть.

Вказано мету роботи та основнi задачi дослiдження методи, за допо-

могою яких реалiзовується поставлена мета. Окреслено можливi тео-

ретичнi i практичнi застосування отриманих результатiв, охарактери-

зовано особистий внесок здобувача, апробацiю отриманих результатiв,

стисло викладено опис основних результатiв дисертацiї.

У першому роздiлi проведено оглядовий аналiз доступної вiтчи-

зняної та зарубiжної лiтератури з математики страхування.

У першiй частинi другого роздiлу здiйснено аналiз колективних

моделей дiяльностi страхової компанiї як то класична модель ризику

та її численнi узагальнення. Крiм класичної моделi описується збу-

рена модель ризику, модель Спаре Андерсена, модель з випадковими

премiями, дискретнi моделi, а також данi посилання на лiтературу де

можна знайти iнформацiю про iншi колективнi моделi ризику.

Класична модель ризику задається наступним чином

U(t) = u+ ct−
Nλ(t)∑
k=1

Zk, t ≥ 0,

де: u — це початковий капiтал страхової компанiї; c > 0 — це iнтенсив-
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нiсть надходження страхових внескiв за одиницю часу; потiк заявок на

виплати моделюється пуасонiвськи процесом Nλ(t), t ≥ 0, з iнтенсив-

нiстю λ; послiдовнiсть додатних випадкових величин Zk, k = 1, 2, · · · ,
— це послiдовнiсть заявок на виплати; процес Nλ(t), t ≥ 0, та послiдов-

нiсть Zk, k = 1, 2, · · · , є незалежними по вiдношенню одне до одного.

Збурена модель ризику означається наступним чином

U(t) = u+ ct−
Nλ(t)∑
k=1

Zk + βW (t), t ≥ 0.

Основнi елементи збуреного процесу ризику повнiстю повторюють кла-

сичний процес ризику, проте в даному випадку до процесу додається

шумова компонента, яка моделюється за допомогою стандартного вi-

нерiвського процесуW (t), t ≥ 0, для якого прирiстW (t+h)−W (t) для

t, h ≥ 0 має нормальний розподiл з нульовим середнiм та дисперсiєю

h. В даному випадку параметр β > 0 задає iнтенсивнiсть збурення.

Модель Спаре Андерсена. В моделi Спаре Андерсена (en: Sparre

Andersen E.), заданiй наступним чином

U(t) = u+ ct−
R(t)∑
k=1

Zk, t ≥ 0,

на вiдмiну вiд класичного процесу ризику, в якому потiк заявок на

виплати описується процесом Пуасона Nλ(t), t ≥ 0, вiдповiдний потiк

описується процесом вiдновлення R(t), t ≥ 0.

Моделi з випадковим потоком премiй. В класичнiй моделi ризику

потiк премiй моделювався детермiновано за допомогою лiнiйної фун-

кцiї. На практицi ж потiк премiй також є випадковим, що й призвело

до виникнення наступної бiльш адекватної моделi ризику

U(t) = u+

Nγ(t)∑
i=1

Pi −
Nλ(t)∑
j=1

Zj, t ≥ 0,

де u — це початковий капiтал компанiї; потiк премiй моделюється пу-

асонiвським процесом Nγ(t), t ≥ 0, а потiк заявок на виплати — пуа-
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сонiвським процесом Nλ(t), t ≥ 0; послiдовностi додатних випадкових

величин Pi, i = 1, 2, · · · , та Zi, i = 1, 2, · · · , вiдображають послiдов-

нiсть премiй та заявок на виплати вiдповiдно; крiм того вважається,

що зазначенi пуасонiвськi процеси, а також послiдовностi премiй та

виплат є взаємно незалежними.

Дискретнi моделi. В дискретних моделях часова шкала як правило

подiляється на iнтервали послiдовнiстю точок T = {t1, t2, t3, · · · } пiсля

чого поведiнка капiталу компанiї аналiзується в точках послiдовностi

T . Далi, для кожного tk ∈ T розглядається дискретний процес

U(tk) = u+
k∑

i=1

(Pi +Di − Zi)

де u — початковий капiтал компанiї, а Pi та Zi — вiдповiдно страхо-

вi премiї та заявки на виплати зiбранi протягом часового iнтервалу

[ti−1, ti), крiм того t0 = 0, а послiдовнiсть Di описує грошовi потоки

вiдмiннi вiд премiй та заявок на виплати такi як дивiденти, позики,

iнфляцiя, iнвестицiї тощо.

У другiй частинi другого роздiлу проводиться опис можливих ме-

тодiв пiдрахунку вартостi страхових контрактiв у випадку вiдомих

розподiлiв збиткiв, а також здiйснена їх класифiкацiя у залежностi

вiд природи контрактiв: найпростiшi, параметричнi, означенi з вико-

ристанням допомiжних функцiй. Для параметричних методiв здiйсне-

но аналiз властивостi монотонностi та дослiджено асимптотичну пове-

дiнку описаних методiв для допустимих значень параметрiв.

Нехай розмiр страхової компенсацiї пов’язаної з певною страховою

угодою є випадковою величиною X з функцiєю розподiлу FX(x).

Страхову премiю, тобто ту суму, яку клiєнт, при укладаннi страхо-

вої угоди, платить обранiй страховiй компанiї для покриття ризику X,

позначатимемо через π[X].

В дисертацiйнiй роботi проведена наступна класифiкацiя страхо-
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вих премiй за принципами оцiнювання. До найпростiших принципiв

страхового оцiнювання вiдноситься нетто принцип, принцип середньо-

го значення, принцим дисперсiї, принцип середньоквадратичного вiд-

хилення та принцип максимальних збиткiв.

Нетто премiя (en: net premium) означається як математичне спо-

дiвання розмiру страхової виплати асоцiйованої з ризиком X, тобто,

πнетто[X] := E[X].

Премiя математичного сподiвання (en: expected value premium),

асоцiйована з ризиком X, означається наступним чином

πм.с.(α)[X] := (1 + α)E[X], для α > 0.

Дисперсна премiя (en: variance premium) для ризику X означається

як

πдисп.(α)[X] := E[X] + αVar[X], для α > 0.

В наших позначеннях Var[X] — дисперсiя (en: variance) випадкової

величини X.

Премiя середьоквадратичного вiдхилення (en: standard deviation pre-

mium) для ризику X означається як

πс.к.в.(α)[X] := E[X] + ασ[X], для α > 0.

В наших позначеннях σ[X] :=
√

Var[X] — середньоквадратичне вiд-

хилення (en: standard deviation) випадкової величини X.

Нагадаємо, що iстотний iнфiмум (en: essential infimum) випадкової

величини X з функцiєю розподiлу FX(x) означають як

ess inf[X] := inf{δ : FX(δ) > 0},

та iстотний супремум (en: essential supremum) випадкової величини

X з функцiєю розподiлу FX(x) означається як

ess sup[X] := sup{δ : FX(δ) < 1}.
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Премiя максимальних збиткiв (en: maximum loss premium) для ри-

зику X означається наступним чином

πмакс.зб.[X] := ess sup[X].

Премiя максимальних збиткiв виникає як границя: експоненцiйної

премiї при α → +∞; квантiльної премiї при ε → 0+; премiї Есшера

при α→ +∞; премiї вiдрегульованої ризиком при ρ→ +∞.

Другий клас премiй виникає при параметричних принципах оцi-

нювання. До параметричних принципiв ми вiдносимо експоненцiйний

принцип, принцип Есшера, принцип вiдрегульований ризиком та кван-

тiльний принцип.

Експоненцiйна премiя (en: exponential premium) для ризику X оз-

начається як

πексп.(α)[X] :=
1

α
log(E[eαX ]), для α > 0.

Твердження 2.1. Для будь-якого ризику X експоненцiйна премiя є

неспадною функцiєю параметра α.

Теорема 2.1. Якщо для ризику X iснує ε > 0, таке, що E[|XeεX |] <
+∞, то

lim
α→0+

πексп.(α)[X] = πнетто[X].

Теорема 2.2. Для будь-якого ризику X виконується рiвнiсть

lim
α→+∞

πексп.(α)[X] = ess sup[X].

Премiя Есшера (en: Esscher premium) для ризику X означається як

πЕсшер(α)[X] := E[XeαX ]/E[eαX ], для α ≥ 0.

Премiя Есшера — це не що iнше, як математичне сподiвання перет-

ворення Есшера випадкової величини X, тобто математичне сподiван-

ня величини XeαX/E[eαX ]. Враховуючи вищеописане, премiя Есшера
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може вважатися нетто премiєю для трансформованого ризику, а саме,

нетто премiєю для XT := XeαX/E[eαX ].

Твердження 2.2. Нехай для ризику X має мiсце наступна нерiв-

нiсть sup{δ : E[X2eδX ] < +∞} =: α∗[X] > 0, тодi

E[X] ≤ πЕсшер(α1)[X] ≤ πЕсшер(α2)[X], для 0 ≤ α1 < α2 < α∗[X].

Теорема 2.3. Для будь-якого ризику X справедлива рiвнiсть

lim
α→+∞

πЕсшер(α)[X] = ess sup[X].

Премiя вiдрегульована ризиком (en: risk adjusted premium) для ри-

зикуX, сконцентрованого на невiд’ємнiй пiвосi, з функцiєю розподiлу

FX(x) означається як

πвiд.риз.(ρ)[X] :=

∫ +∞

0

[P{X > x}]1/ρdx =

∫ +∞

0

[1− FX(x)]
1/ρdx.

Параметр ρ ≥ 1 часто називають ризиковим iндексом (en: risk index).

Твердження 2.3. Для будь-якого невiд’ємного ризику X премiя вiд-

регульована ризиком є неспадною функцiєю параметра ρ, при ρ ≥ 1.

Теорема 2.4. Для будь-якого невiд’ємного ризику X виконується

граничне спiввiдношення

lim
ρ→+∞

πвiд.риз.(ρ)[X] = ess sup[X].

Квантiльна премiя (en: percentile premium) для ризикуX та довiль-

ного ε ∈ (0, 1] означається так, що ймовiрнiсть перевищення розмiром

страхової компенсацiї розмiру страхової премiї є не бiльшою за ε, тоб-

то,

πквант.(ε)[X] := inf{δ : FX(δ) > 1− ε}.

Iншими словами, квантiльна премiя — це (1−ε)-квантiль функцiї роз-

подiлу FX(x).

Перейдемо тепер до розгляду принципiв означених з використан-

ням допомiжних функцiй. До таких принципiв ми вiдносимо принцип
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Ванга, принцип середнього значення, принцип еквiвалентної/нульової

корисностi страховика та принцип еквiвалентної/нульової корисностi

клiєнта.

Премiя Ванга (en: Wang’s premium) для невiд’ємного ризику X є

природним узагальненням премiї вiдрегульованої ризиком та означає-

ться як

πВанг[X] :=

∫ +∞

0

g(1− FX(x))dx

для деякої зростаючої та опуклої вгору функцiї g(·), що вiдображає

iнтервал [0, 1] на себе (тобто на iнтервал [0, 1]).

Легко бачити, що у випадку g(x) = x1/ρ, для ρ ≥ 1, премiя Ванга є

еквiвалентною премiї вiдрегульованої ризиком.

В якостi прикладу функцiї g(·) вiдмiнної вiд g(x) = x1/ρ, для ρ ≥ 1,

можна обрати g(x) = sin(πx/2).

Премiя Ванга названа на честь китайського математика, котрий за-

пропонував таке узагальнення премiї вiдрегульованої ризиком.

Премiя середнього значення (en: mean value premium) для ризику

X задана за допомогою функцiї v(x) ∈ C2(R), такої, що v′(x) > 0 та

v′′(x) ≥ 0 для x ∈ R, означається як розв’язок рiвняння

v(πс.з.[X]) = E[v(X)].

Аргументацiя для принципу середнього значення трохи прихована

в нерiвностi Єнсена, а саме,

v(E[X]) ≤ E[v(X)],

тобто, отримана в такий спосiб премiя буде не меншою за математичне

сподiвання розмiру страхової компенсацiї.

Премiя еквiвалентної корисностi страховика (en: insurer equivalent

utility premium) для ризику X, яку позначатимемо πе.к.с.[X], означа-
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ється як розв’язок рiвняння

U(W ) = E[U(W + πе.к.с.[X]−X)],

де стала W вiдображає капiтал страховика на момент укладання стра-

хової угоди, а U(x) ∈ C2(R) — функцiя корисностi капiталу страхови-

ка, тобто, є такою, що U ′(x) > 0 та U ′′(x) ≤ 0 для всiх x ∈ R.

У випадках, коли функцiя корисностi страховика U(x) обрана таким

чином, що величина U(0) вiдображає кориснiсть капiталу страховика

на момент укладання страхової угоди, премiю еквiвалентної корисно-

стi страховика називають премiєю нульової корисностi страховика.

Премiя еквiвалентної корисностi клiєнта (en: customer equivalent

utility premium) для ризику X, яку позначатимемо πе.к.к.[X], означа-

ється як розв’язок рiвняння

u(ω − πе.к.к.[X]) = E[u(ω −X)],

де стала ω вiдображає розмiр капiталу клiєнта на момент укладання

страхової угоди, а u(x) ∈ C2(R) — це функцiя корисностi капiталу

клiєнта, тобто, є такою, що u′(x) > 0 та u′′(x) ≤ 0 для всiх x ∈ R.

У випадках, коли функцiя корисностi клiєнта u(x) обрана таким

чином, що величина u(0) вiдображає кориснiсть капiталу клiєнта на

момент укладання страхової угоди, премiю еквiвалентної корисностi

клiєнта називають премiєю нульової корисностi клiєнта.

У першiй частинi третього роздiлу проводиться аналiз бажаних

властивостей, якими можуть володiти або не володiти принципи пiдра-

хунку вартостi страхових контрактiв, означенi в другiй частинi друго-

го роздiлу дисертацiї. Серед таких бажаних властивостей ми вивчаємо

властивiсть вiдсутностi необгрунтованої надбавки на ризик, власти-

вiсть невiд’ємностi страхової надбавки, властивiсть адитивностi, влас-

тивiсть мультиплiкативної iнварiантностi, властивiсть конзистентнос-
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тi, властивiсть вiдсутностi грабування та властивiсть iтеративностi.

Тут також дана iнтерпретацiя вказаних властивостей з точки зору спо-

живача (страховика, клiєнта).

Скажемо, що принцип пiдрахунку вартостi страхових контрактiв

володiє:

— властивiстю вiдсутностi необгрунтованої надбавки на ризик (en:

no unjustified risk loading property), якщо для будь-якого допусти-

мого виродженого ризику XC
виродж., тобто такого, що

P{XC
виродж. = C} = 1, для деякої константи C ∈ R або R+, має

мiсце рiвнiсть π[XC
виродж.] = C;

— властивiстю невiд’ємностi страхової надбавки (en: non-negative

loading property) якщо для будь-якого допустимого ризику X роз-

мiр отриманої премiї є не меншим за математичне сподiвання роз-

мiру страхової компенсацiї, тобто, π[X] ≥ E[X];

— властивiстю адитивностi (en: additivity property), якщо для будь-

яких двох допустимих незалежних ризикiв X1 та X2 виконується

рiвнiсть π[X1 +X2] = π[X1] + π[X2];

— властивiстю мультиплiкативної iнварiантностi (en: scale invari-

ance property), якщо для будь-якого допустимого ризику X та

будь-якої константи Θ ∈ R+ \ {0} виконується рiвнiсть π[ΘX] =

Θπ[X];

— властивiстю конзистентностi (en: consistency property), якщо

для будь-якого допустимого ризику X та будь-якої константи c ∈
R або R+ має мiсце рiвнiсть π[c+X] = c+ π[X];

— властивiстю вiдсутностi грабування (en: no rip-off property), якщо

для будь-якого допустимого ризику X має мiсце нерiвнiсть

π[X] ≤ ess sup[X], тобто, отримана за ризик X премiя не пере-

вищує iстотного супремуму ризику X;
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— властивiстю iтеративностi (en: iterativity property), якщо для

будь-яких двох ризикiв X та Y виконується рiвнiсть π [π[X|Y ]] =

π[X].

У другiй частинi третього роздiлi представлено характеризацiй-

нi теореми, що стосуються властивостей адитивностi, конзистентно-

стi, iтеративностi та мультиплiкативної iнварiантностi для наступних

принципiв пiдрахунку вартостi страхових контрактiв: принципу сере-

днього значення, принципу еквiвалентної/нульової корисностi страхо-

вика та принципу еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта.

Показано також, що у випадку звуження принципу середнього зна-

чення та принципу нульової корисностi клiєнта до оцiнювання вартос-

тi лише строго позитивних ризикiв, класи допомiжних функцiй, якi

породжують мультиплiкативно–iнварiантнi премiї, є ширшими нiж у

загальному випадку.

Нехай X — бернулiвська випадкова величина, яка приймає значення

t (тут t — це ненульовий дiйсний параметр) та 0 з ймовiрностями p та

1−p вiдповiдно. Будучи випадковою функцiєю параметрiв p та t, ризик

X позначатиметься X t
p.

При доведеннi характеризацiйних теорем суттєву роль вiдiграють

наступнi леми.

Лема 3.1. (a) Принцип середнього значення, що базується на фун-

кцiї v(x) = ax+ b, для a > 0, еквiвалентний нетто принципу.

(b) Принцип середнього значення, що базується на функцiї v(x) =

αeβx + γ, для min[α, β] > 0, еквiвалентний експоненцiйному принци-

пу з параметром β.

Лема 3.2. Принцип середнього значення для бернулiвського ризику

X t
p задовольняє наступнi тотожностi:

(a) πс.з.[X
t
0] = 0; (b)

∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

=
v(t)− v(0)

v′(0)
;
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(c)
∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= v̄(t); (d)
∂2

(∂p)2
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= −κ v̄2(t).

Лема 3.3. (a) Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страхо-

вика, що базується на функцiї U(x) = ax + b, для a > 0, еквiвален-

тний нетто принципу.

(b) Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страховика, що ба-

зується на функцiї U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, еквiвален-

тний експоненцiйному принципу з параметром β.

Лема 3.4. Принцип еквiвалентної корисностi страховика для бер-

нулiвського ризику X t
p задовольняє наступнi тотожностi:

(a) πе.к.с.[X
t
0] = 0; (b) U ′(W )· ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= U(W )−U(W−t);

(c) πе.к.с.[X
t
1] = t; (d) U ′(W )· ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

= U(W+t)−U(W );

(e)
∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

= U(W + t).

Лема 3.5. (a) Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта

для функцiї u(x) = ax+b, при a > 0, еквiвалентний нетто принципу.

(b) Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта для функцiї

u(x) = −αe−βx+γ, при min[α, β] > 0, еквiвалентний експоненцiйному

принципу з параметром β.

Лема 3.6. Премiя еквiвалентної корисностi клiєнта для ризику X t
p,

що базується на довiльнiй допустимiй функцiї корисностi капiталу

клiєнта u(·) задовольняє наступнi тотожностi:

(a) πе.к.к.[X
t
0] = 0; (b) − u′(ω) · ∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= u(ω − t)− u(ω);

(c)
∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= −ū(ω−t); (d)
∂2

(∂p)2
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= κ ū2(ω−t).

Теорема 3.1. Принцип середнього значення володiє властивiстю ади-

тивностi тодi й лише тодi, коли v(x) = ax + b, для a > 0, або
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v(x) = αeβx+ γ, для min[α, β] > 0, тобто, лише у випадках, коли вiн

спiвпадає або з нетто принципом, або з експоненцiйним принципом.

Теорема 3.2. Принцип середнього значення володiє властивiстю кон-

зистентностi тодi й лише тодi, коли v(x) = ax + b, для a > 0, чи

v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0, тобто, лише у випадках, коли вiн

спiвпадає або з нетто принципом, або з експоненцiйним принципом.

Теорема 3.3. Принцип середнього значення володiє властивiстю iте-

ративностi при довiльному виборi функцiї v(x) ∈ C2(R) такої, що

v′(x) > 0 та v′′(x) ≥ 0 для x ∈ R.

Теорема 3.4. Принцип середнього значення володiє властивiстю муль-

типлiкативної iнварiантностi тодi й лише тодi, коли v(x) = ax+ b,

для a > 0, тобто, лише у випадку спiвпадання з нетто принципом.

Теорема 3.5. Принцип середнього значення звужений до оцiнювання

лише строго позитивних ризикiв, володiє властивiстю мультиплi-

кативної iнварiантностi тодi й лише тодi, коли v(x) = axκ + b, для

a > 0 та κ ≥ 1, при x ∈ (0, +∞).

Теорема 3.6. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страхови-

ка володiє властивiстю адитивностi тодi й лише тодi, коли U(x) =

ax + b, для a > 0, чи U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, тобто,

лише у випадках, коли вiн спiвпадає або з нетто принципом, або з

експоненцiйним принципом.

Теорема 3.7. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страхо-

вика володiє властивiстю конзистентностi при довiльному виборi

функцiї корисностi капiталу страховика U(x) ∈ C2(R), такої, що

U ′(x) > 0 та U ′′(x) ≤ 0 для x ∈ R.

Теорема 3.8. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страхо-

вика володiє властивiстю iтеративностi тодi й лише тодi, коли
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U(x) = ax + b, для a > 0, чи U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0,

тобто, лише у випадках, коли вiн спiвпадає або з нетто принципом,

або з експоненцiйним принципом.

Теорема 3.9. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страхо-

вика володiє властивiстю мультиплiкативної iнварiантностi тодi

й лише тодi, коли U(x) = ax+ b, для a > 0, тобто, лише у випадку

спiвпадання з нетто принципом.

Теорема 3.10. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта

володiє властивiстю адитивностi тодi й лише тодi, коли u(x) =

ax + b, для a > 0, чи u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, тобто,

лише у випадках коли вiн спiвпадає або з нетто принципом, або з

експоненцiйним принципом.

Теорема 3.11. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєн-

та володiє властивiстю конзистентностi тодi й лише тодi, коли

u(x) = ax + b, для a > 0, чи u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0,

тобто, лише у випадках, коли вiн спiвпадає або з нетто принципом,

або з експоненцiйним принципом.

Теорема 3.12. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта

володiє властивiстю iтеративностi при довiльному виборi функцiї

корисностi u(x) ∈ C2(R) такої, що u′(x) > 0 та u′′(x) ≤ 0 для x ∈ R.

Теорема 3.13. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта

володiє властивiстю мультиплiкативної iнварiантностi тодi й ли-

ше тодi, коли u(x) = ax + b, для a > 0, тобто, лише у випадку

спiвпадання з нетто принципом.

Наступна теорема справедлива лише для принципу нульової корис-

ностi клiєнта i, взагалi кажучи, несправедлива для принципу еквiва-

лентної корисностi клiєнта.

Теорема 3.14. Принцип нульової корисностi клiєнта звужений до
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оцiнюванння лише строго позитивних ризикiв володiє властивiстю

мультиплiкативної iнварiантностi тодi й лише тодi, коли u(x) =

−a(−x)κ + b, для a > 0 та κ ≥ 1, при x ∈ (−∞, 0).

Для функцiї u(x) = −a(−x)κ+b, при a > 0 та κ > 1, умова u′(x) > 0

порушується в точцi x = 0. Отже, твердження Теореми 3.14 не проти-

рiчить твердженню Теореми 3.13.

В третiй частинi третього роздiлу представленi результати пере-

вiрки бажаних властивостей у виглядi сумарної таблицi властивостей.

ВННР НСН Ад МI Ко ВГ Iт
Нетто пр. + + + + + + +

Пр. мат. спод. − + + + − − −
Пр. дисперсiї + + + − + − −

Пр. сер.квад. вiдх. + + − + + − −
Експоненцiйний пр. + + + − + + +

Пр. сер. значення + + z
⊗

z + +

Пр. Есшера + + + − + + −
Пр. вiдрег. ризиком + + − + + + −

Пр. Ванга + + − + + + −
Квантiльний пр. + − − + + + −

Пр. макс. збиткiв + + + + + + +

Пр. екв. кор. страх. + + ♡ ♢ + + ♡
Пр. нул. кор. страх. + + ♡ ♢ + + ♡
Пр. екв. кор. клiєн. + + ♠ ♣ ♠ + +

Пр. нул. кор. клiєн. + + ♠
⊙

♠ + +

При впорядкуваннi сумарної таблицi властивостей були використанi

наступнi скорочення та умовнi позначення:
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ВННР — вiдсутнiсть необгрунтованої надбавки на ризик;

НСН — невiд’ємнiсть страхової надбавки;

Ад — адитивнiсть;

МI — мультиплiкативна iнварiантнiсть;

Ко — конзистентнiсть;

ВГ — вiдсутнiсть грабування;

Iт — iтеративнiсть;

+ — властивiсть виконується;

− — властивiсть не виконується;

z — властивiсть виконується тодi й лише тодi, коли

v(x) = ax+ b, для a > 0, або

v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0;⊗
— властивiсть виконується тодi й лише тодi, коли

v(x) = ax+ b, для a > 0; проте, у випадку оцiнювання

лише строго позитивних ризикiв, властивiсть виконує-

ться тодi й лише тодi, коли v(x) = axκ + b, для a > 0

та κ ≥ 1, при x ∈ (0,+∞);

♡ — властивiсть виконується тодi й лише тодi, коли

U(x) = ax+ b, для a > 0, або

U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0;
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♢ — властивiсть виконується тодi й лише тодi, коли

U(x) = ax+ b, для a > 0;

♠ — властивiсть виконується тодi й лише тодi, коли

u(x) = ax+ b, для a > 0, або

u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0;

♣ — властивiсть виконується тодi й лише тодi, коли

u(x) = ax+ b, для a > 0;⊙
— властивiсть виконується тодi й лише тодi, коли

u(x) = ax+ b, для a > 0; проте, у випадку оцiнювання

лише строго позитивних ризикiв, властивiсть виконує-

ться тодi й лише тодi, коли u(x) = −a(−x)κ + b, для

a > 0 та κ ≥ 1, при x ∈ (−∞, 0).

У четвертому роздiлi дисертацiї наведенi приклади обчислення

премiй, означених в другому роздiлi дисертацiї, для контрактiв з мо-

жливiстю випадкової появи страхової подiї при деяких дискретних та

неперервних розподiлах виплат.

Зокрема, наведено явнi формули оцiнювання вартостi страхових кон-

трактiв для ризику X, що призводить до страхової угоди з ймовiрнiс-

тю p та сталiй страховiй компенсацiї C, тобто, випадку, коли ризик X

приймає лише два значення, а саме 0 та C з ймовiрностями 1− p та p

вiдповiдно.

Пiсля цього отримано явнi формули оцiнювання вартостi страхо-

вих контрактiв для ризику X, що призводить до страхового випадку

з ймовiрнiстю p, а страхова компенсацiя експоненцiйно розподiлена з
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параметром µ, тобто, ризику X з функцiєю розподiлу

FX(x) =


1− pe−µx для x ≥ 0,

0 для x < 0.

Потiм здiйснюються обчислення для ризику X, що призводить до

страхового випадку з ймовiрнiстю p, а страхова компенсацiя має гi-

перекспоненцiйний розподiл, тобто, ризику X з функцiєю розподiлу

FX(x) =


1− p

n∑
i=1

qie
−µix для x ≥ 0,

0 для x < 0,

з наступними обмеженнями для значень параметрiв: n ∈ N; qi ∈ [0, 1]

для i = 1, n, та
∑n

i=1 qi = 1; µi > 0 для i = 1, n.

Розглядається також ризик X з ймовiрнiстю появи страхового ви-

падку p та рiвномiрним на iнтервалi [d1, d2], тут 0 ≤ d1 < d2 < +∞,

розподiлом страхової компенсацiї, тобто, ризик X з наступною функ-

цiєю розподiлу

FX(x) =



1 для x ≥ d2,

1− p+ p[ 1
d2−d1

x− d1
d2−d1

] для d1 ≤ x < d2,

1− p для 0 ≤ x < d1,

0 для x < 0.

На завершення проводяться обчислення для ризику X, що призво-

дить до страхового випадку з ймовiрнiстю p та має зсунутий нормова-

ний пуасонiвський розподiл страхової компенсацiї, тобто, ризику X з

наступним розподiлом значень, для λ > 0 та κ > 0,

P{X = κn} =


1− p для n = 0,

λn−1e−λ

(n−1)! p для n = 1, 2, · · · .
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У Додатку А представлено власноруч розроблене в середовищi

MatLab GUI пiлотне програмне забезпечення “Premium Calculator” для

аналiзу вартостi страхових контрактiв. Програмне забезпечення роз-

роблене з використанням явних формул оцiнювання вартостi страхо-

вих контрактiв для деяких дискретних та неперервних розподiлiв ви-

плат, отриманих в четвертому роздiлi дисертацiї.

Програма є легкою у використаннi. Для обчислення вартостi конт-

ракту потрiбно: 1. ввести ймовiрнiсть появи страхового випадку; 2.

обрати розподiл збиткiв та ввести значення параметрiв розподiлу; 3.

обрати спосiб оцiнювання вартостi контракту та при необхiдностi за-

дати параметри; 4. натиснути кнопку “Calculate”.

Рис. 1. Iнтерфейс програми “Premium Calculator”.

У Додатку B, використавши програмне забезпечення, представле-

не в Додатку A, наведенi числовi iлюстрацiї вартостi страхових конт-

рактiв з можливiстю випадкової появи страхової подiї при наявностi

наступних розподiлiв виплат: виродженого розподiлу виплат; експо-
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ненцiйного розподiлу виплат; гiперекспоненцiйного розподiлу виплат;

рiвномiрного розподiлу виплат; зсунутого нормованого пуасонiвського

розподiлу виплат.

Подяка: автор дисертацiї щиро вдячний своєму науковому керiвни-

ковi, доктору фiзико-математичних наук, професору Миколi Вiкто-

ровичу Працьовитому (директор Фiзико-математичного iнституту

Нацiонального педагогiчного унiверситету iм. М.П. Драгоманова) за

творчу спiвпрацю протягом роботи над дисертацiєю.
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РОЗДIЛ 1

Огляд лiтератури
з математики страхування

В цьому роздiлi ми проводимо оглядовий аналiз доступної україно-

мовної, росiйськомовної, англомовної, шведськомовної та нiмецькомов-

ної лiтератури з математики страхування.

Почнемо з праць незаслужено призабутого корифея та фундатора

вiтчизняної актуарної науки Сергiя Савiча, який був не лише провiд-

ним вiтчизняним експертом, а й був дуже добре вiдомим на мiжна-

родному рiвнi. Зараз в це, можливо, важко повiрити, але Сергiй Савiч

був одним з iнiцiаторiв заснування нинi добре вiдомої мiжнародної

органiзацiї, що має назву International Actuarial Association, яка була

створена для розвитку спiвпрацi та обмiну досвiдом мiж мiсцевими

актуарними органiзацiями рiзних країн. На запит вiтчизняних нау-

ковцiв до Мiжнародної актуарної асоцiацiї була надiслана наступна

iнформацiя стосовно спiвпрацi Сергiя Савiча з даною органiзацiєю:

Сергiй Савiч був вiце–президентом першого Мiжнародного конгресу

актуарiїв (Брюссель, 1895-й рiк), де пропагував iдею створення Мiж-

народної актуарної асоцiацiї; був вiце–президентом другого Мiжнаро-

дного конгресу актуарiїв (Лондон, 1898-й рiк), де виступав з доповiдя-

ми “Про обчислення викупної вартостi” та “Пенсiйнi установи в Росiї ”;

вiце–президентом третього Мiжнародного конгресу актуарiїв (Париж,

1900-й рiк), де виступив з доповiддю “Бiблiографiчна довiдка з тео-
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рiї страхування в Росiї ”; вiце–президентом четвертого Мiжнародного

конгресу актуарiїв (Нью–Йорк, 1903-й рiк); учасником п’ятого (Бер-

лiн, 1906-й рiк) та шостого (Вiдень, 1909-й рiк) Мiжнародних конгресiв

актуарiїв; вiце–президентом сьомого Мiжнародного конгресу актуарiїв

(Амстердам, 1912-й рiк), де виступив з доповiддю “Перестрахування в

страхуваннi життя”; був вiдповiдальним органiзатором чергового Мiж-

народного конгресу актуарiїв (Санкт–Петербург, 1915-й рiк), прикрим

фактом iсторiї є те, що конгрес в Санкт–Петербурзi був вiдмiнений че-

рез Першу свiтову вiйну; був учасником восьмого Мiжнародного кон-

гресу актуарiїв (Лондон, 1927-й рiк), його прiзвище фiгурує в списку

учасникiв вiд Францiї.

Савiч С.Є. був також яскравою фiгурою на вiтчизнянiй аренi. Вiн,

зокрема, вiв активну педагогiчну роботу: протягом декiлькох рокiв

читав “Вищу геометрiю” та “Теорiю функцiї комплексної змiнної ” в

Санкт–Петербурзькому унiверситетi; був також професором Санкт–

Петербурзького електротехнiчного iнституту та професором Вищих

жiночих Бестужiвських курсiв. Савiч С.Є. був серед органiзаторiв

створеного в 1908-му роцi в Петербурзi товариства страхових знань,

яке мiстило в собi чотири секцiї: медичну, юридичну, технiко-економiчну

та математичну. Протягом багатьох рокiв до революцiї 1917-го року

та деякий час пiсля революцiї Савiч С.Є. був незмiнним членом Стра-

хового комiтету при Мiнiстерствi внутрiшнiх справ, який здiйснював

страховий нагляд в Росiйськiй iмпереї. Згодом пiсля революцiї 1917-го

року Савiч С.Є., як i багато iнших талановитих людей того часу, був

вимушений покинути Росiю та емiгрував до Францiї.

В 1900-му роцi Савiч С.Є. публiкує свою книгу “ru: Элементарная

теория страхования жизни и трудоспособности”, див. Савич С.Є. [13],

котра була написана з використанням стандартних позначень теорiї

страхування життя; згаданi стандарти були узгодженi i загальноприй-



31

нятi на другому Мiжнародному конгресi актуарiїв в 1898-му роцi (тоб-

то, за два роки до опублiкування книги), з тих пiр не змiнювалися i

активно використовуються в наш час. Хоч документальних пiдтвер-

джень тому, мабуть, не iснує, згадана книга Савiча С.Є. можливо є

першою в свiтi книжкою, яка написана з використанням стандартизо-

ваних позначень теорiї страхування життя.

Значний внесок до популяризацiї актуарних моделей був здiйснений

також київським професором Дмитром Граве, котрий опублiкував три

пiдручники з математики страхування: Граве Д.А. [3], [4], [5].

Iншим київським професором, котрий багато зробив для розвитку та

популяризацiї математичних моделей економiки, був Євген Слуцький.

Серед праць Слуцького Є.Є. варто видiлити неопублiковану моногра-

фiю [14] “ru: Теория предельной полезности”, котра й досi зберiгається

у вiддiлi рукописiв Нацiональної наукової бiблiотеки України.

Книга добре вiдомого росiйського математика Андрiя Маркова “ru:

Исчисление вероятностей”, див. Марков А.А. [11], мiстить главу, що

має назку “ru: О страховании жизни”.

Двоє добре вiдомих українських математикiв, а саме, Михайло Ост-

роградський (народився на Полтавщинi) та Вiктор Буняковський (на-

родився на Подiллi) працювали з демографiчними моделями вже в

19-му столiттi. Остроградський М.О, вiдомий в першу чергу завдя-

ки своїм фундаментальним працям з теорiї iнтегрування, в 1847-му

роцi опублiкував роботу “ru: О страховании”. Буняковський В.Я. вва-

жається засновником демографiчної науки в Росiйськiй iмперiї. Вiн

проводив демографiчнi дослiдження задовго до проведення першого

перепису населення в країнi. Бiльш того, як показали данi першого

перепису, оцiнки Буняковського В.Я. були досить точними та правди-

вими. Вiктор Буняковський є автором першого росiйськомовного пiд-

ручника з теорiї ймовiрностей, а саме, Буняковський В.Я. [2]; один з
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роздiлiв згаданого пiдручника стосується саме демографiї.

Не дивлячись на такий вдалий старт, математичнi моделi страху-

вання були повнiстю позбавленi уваги та майже не розвивалися про-

тягом радянського перiоду iсторiї. Це було зумовлено, в першу чергу,

державною монополiєю на ринку страхування. Ситуацiя почала змi-

нюватися лише на початку 90-х рокiв з появою приватних та акцiо-

нерних страхових компанiй. Позбавлення вiд наукового вакууму в цiй

галузi знань на пострадянському просторi почалося, мабуть, з праць

Фалин Г.I. та Фалин А.I. [17], та Фалин Г.I. [15]. Пiзнiше з’явилася кни-

га Фалин Г.I. [16]. Мабуть, першою україномовною книгою, що мала

вiдношення до актуарних розрахункiв, був пiдручник викладачiв Ки-

ївського нацiонального унiверситету Леоненко М.М., Мiшура Ю.С.,

Пархоменко В.М., Ядренко М.Й. [10]. Серед iнших праць науковцiв на

пострадянському просторi, можна згадати роботи: Бенинг В.Є., Коро-

лёв В.Ю. [23]; Гусак Д.В. [6]; Гусак Д.В., Кулик О.М., Мiшура Ю.С.,

Пилипенко А.Ю. [7] та [59]; Королёв В.Ю., Бенинг В.Є., Шоргин С.Я.

[9]; Мельников О.В. [12]; Шiряєв А.М. [103]; тощо. Варто зауважи-

ти, що добре вiдомi на Заходi працi Bowers N.L., Gerber H.U., Hi-

ckman G.C., Jones D.A., Nesbit C.J. [32], перше видання книги Kaas R.,

Goovaerts M., Dhaene J., Denuit M. [69], та Lemaire J. [75], [76] були

перекладенi на росiйську мову та опублiкованi московським матема-

тиком Всеволодом Малiновським. Малiновський В.К. був також iнiцi-

атором перевидання вищезгаданої книжки Савiча С.Є. [13].

З метою ознайомлення з загальними принципами страхування та

методами захисту вiд рiзного роду ризикiв варто почитати якiснi пiд-

ручники, написанi, в першу чергу, для економiстiв. На нашу думку,

для такого ознайомлення добре пiдходить пiдручник Vaughan E.J. та

Vaughan T. [110], а також пiдручник Dorfman M.S. [46]. Для ознайом-

лення з основами саме актуарних розрахункiв, можна порадити книгу
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Booth P.M., Chadburn R., Cooper D., Haberman S., James D. [29] та

книгу Taylor G. [107].

Огляд лiтератури з теорiї ризику часто починають з дисертацiї Фi-

лiпа Лундберга (sw: Filip Lundberg), а саме, Lundberg F. [78], та праць

Харальда Крамера (sw: Harald Cramér), а саме, Cramér H. [38], [39]. Цi

два дослiдника вважаються засновниками колективної теорiї ризику.

Iншою вiдомою книгою, яка мала значний вплив на розвиток акту-

арної науки, є книга Bühlmann H. [33]. Двоє з колишнiх аспiрантiв про-

фесора Бюльмана Х. теж написали пiдручники з математичної теорiї

ризику, а саме Gerber H.U. [52] та Straub E. [105]. Професор Gerber H.U.

є також автором дуже вдалого пiдручника з теорiї страхування життя,

а саме Gerber H.U. [53], який був перекладеним, зокрема, росiйською,

китайською та нiмецькою мовами. Gerber H.U. є спiвавтором ще однi-

єї “класичної” книги, а саме, Bowers N.L., Gerber H.U., Hickman J.C.,

Jones D.A., Nesbit C.J. [32], котра теж здебiльшого стосується теорiї

страхування життя. Варто згадати внесок ще одного швейцарського

математика, котрий опублiкував два пiдручники з даної тематики, а

саме, Seal H.L. [99], [100].

Робота з актуарними розрахунками вимагає фундаментальних знань

з теорiї ймовiрностей та математичної статистики, проте часто до-

водиться застосовувати знання з iнших галузей математики. Книга

de Vylder F.E. [111], мабуть, виникла як спроба описати в одному пiд-

ручнику всi математичнi результати, якi можуть знадобитися практи-

куючому актуарiю. Серед iнших праць того ж автора варто згадати

пiдручник з теорiї страхування життя de Vylder F.E. [112]. Етьєн де

Вiльдер також вiдомий як спiвредактор часто цитованих матерiалiв

роботи актуарних конференцiй de Vylder F.E., Goovaerts M., Haezen-

donck J. (редактори) [113], [114], опублiкованих видавництвом Kluwer

Academic Publishers.
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Здiбнiсть описувати природнi феномени у виглядi математичних мо-

делей та iнтерпретацiя отриманих чисельних результатiв є важливою

для кожного математика. Вдалим пiдручником з актуарної математи-

ки, який, крiм iншого, спонукає до розвитку таких навикiв, є пiдру-

чник Daykin C.D., Pentikäinen T, Pesonen M. [40]. Тейво Пентiкейнен

також вiдомий як спiвавтор бiльш ранньої книжки, а саме, Beard R.E.,

Pentikäinen T., Pesonen E. [22].

Вченi, що мають глибокi фундаментальнi знання в галузi теорiї ймо-

вiрностей, часто обирають пiдручники Grandell J. [55], [56] для озна-

йомлення з аспектами теорiї ризику. В якостi альтернативи можна

вiдзначити монографiю Rotar V.I. [94], яка має “типовий радянський

стиль” викладення матерiалу i досить вдало та в повному об’ємi описує

досягнення свiтової актуарної науки.

З iнших робiт вiдзначимо також роботи: Blom R. [26]; Dickson D.C.M.

[44]; Heilmann W.-R. [62]; Johansson J. [66]; Kaas R., Goovaerts M.,

Dhaene J., Denuit M. [69]; Klugman A.S., Panjer H.H., Willmot G.E.

[73]; Kremer E. [74]; Schmidt C.D. [98]; Shang H. [101]; Panjer H.H. [81];

Panjer H.H., Willmot G.E. [83].

Актуарнi моделi часто представленi в лiтературi паралельно з моде-

лями оцiнювання вартостi вторинних цiнних паперiв та моделями рин-

кiв акцiй. Книги Chan W.-S., Tse Y.-C. [36], Lin X.S. [77] та Rolski T.,

Schmidli H., Schmidt V., Teugels J. [93] описують актуарнi та фiнансовi

феномени з точки зору теорiї випадкових процесiв. Моделi екстремаль-

них подiй як для актуарної так i для фiнансової математики добре

описанi в роботi Embrechts P., Klüppelberg C., Mikosch T. [47]. Пiдру-

чник для студентiв Mikosch T. [79] теж представляє теорiю ризику з

точки зору теорiї випадкових процесiв.

Напiвмарковськi процеси часто використовуються для моделюван-

ня непрацездатностi та дослiдження контрактiв, пов’язаних зi стра-
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хуванням здоров’я. Монографiї Pitacco E., Denuit M., Haberman S.,

Olivieri A. [85] та Haberman S., Pitacco E. [60] присвяченi опису саме та-

ких моделей. Iншою книгою присвяченою напiвмарковським моделям,

проте не лише для страхування, а й для фiнансiв та теорiї надiйностi,

є книга Janssen J. та Manca R. [65]. Книга Asmussen S. та Albrecher H.

[21], крiм iншого, мiстить багато цiкавої iнформацiї стосовно процесiв

ризику у марковському середовищi.

Моделi страхування життя (en: life insurance models) в лiтературi ча-

сто представленi окремо вiд моделей страхування майна та контрактiв

iншого роду (en: non-life insurance models), зокрема завдяки тому, що

моделi страхування життя мiстять припущення стосовно тривалостi

життя застрахованої особи. Проте, типовi пiдходи, якi використову-

ються при оцiнюваннi контрактiв страхування майна, можуть викори-

стовуватися також для оцiнювання вартостi контрактiв страхування

життя, зокрема, такi пiдходи доцiльно використовувати при груповому

страхуваннi людей, як то одночасному страхуваннi працiвникiв вели-

ких промислових пiдприємств, тощо. Серед робiт теорiї страхування

життя, якi ранiше не згадувалися в даному оглядi, безперечно заслуго-

вують уваги наступнi: Alm E., Andersson G., von Bahr B., Martin-Löf A.

[19]; Andersson G. [20]; Dickson D.S.M., Hardy M.R., Waters H. [45]; Fi-

sher H.F., Young J. [50]; Gupta A.C., Varga T. [58]; Iyer S. [64]); Møller T.,

Steffensen M. [80]; Promislow S.D. [92]; Wolthuis H. [116]; Zhu Y. [120].

Мабуть, найбiльш популярним типом страхування (можливо пiсля

державних контрактiв пенсiйного типу) є автострахування. Це пов’я-

зано в першу чергу з тим, що таке страхування є обов’язковим у бiль-

шостi країн. Особливостi актуарних розрахункiв для автострахуван-

ня з використанням системи заохочень та покарань (en: bonus-malus

system) добре описанi в роботах Boos A. [28] та Lemaire J. [75], [76].

Геометричнi випадковi суми часто використовуються для дослiд-
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ження об’єктiв, пов’язаних з процесами ризику. Книга росiйськомов-

ного автора, котрий тривалий час працював у Данiї, Kalashnikov V.V.

[70], демонструє методику застосування геометричних випадкових сум,

проте не лише до теорiї ризику, а й до теорiї надiйностi та теорiї ма-

сового обслуговування.

Важливим аспектом страхової дiяльностi є перестрахування, тоб-

то, подiл вiдповiдальностi за великi групи ризикiв та вiдповiдально-

стi при страхуваннi громiздких та коштовних об’єктiв мiж декiлькома

страховими компанiями. Наступна лiтература, крiм iншого, мiстить

iнформацiю з теорiї перестрахування та створення страхових резер-

вiв: Albrecher H., Teugels J. [18]; Bühlmann H., Gisler A. [35]; Denuit M.,

Marechal X., Pitrebois S., Walhin J.-F. [43]; Goovaerts M.J., Kaas R.,

van Heerwarden A.E., Bauwelinckx T. [54]; Kaas R., van Heerwaarden A.E.,

Goovaerts M.J. [68]; Panjer H.H. [82]; Schmidli H. [96]; Wüthrich M.V.,

Bühlmann H., Furrer H. [117]; Wüthrich M.V., Merz M. [118].

З особливостями методик статистичного оцiнювання для актуарних

моделей можна ознайомитись в роботах: Benjamin B., Pollard J.H. [24];

Boland P.J. [27]; Borowiak D.S. [30]; Borowiak D.S., Balakrishnan N.,

Schucany W.R., Schilling E.G. [31]; Corazza M., Claudio P. [37]; Denuit M.,

Dhaene J., Goovaerts M., Kaas R. [42]; Freeman H. [51]; de Jong P.,

Heller G.Z. [67]; Hogg R.U., Klugman S.A. [63]; Kleiber C., Kotz S. [71];

Klugman S.A. [72]; Tse Y.-C. [109].

Оскiльки дана дисертацiйна робота стосується в основному прин-

ципiв пiдрахунку страхових премiй, то зупинимось коротко на огля-

дi лiтератури з цих питань. Детальна iнформацiя про нетто принцип

може бути знайдена, наприклад, в роботi Bowers N.L., Gerber H.U.,

Hickman J.C., Jones D.A., Nesbit C.J. [32], про принцип математично-

го сподiвання — Bühlmann H. [33] та Gerber H.U. [52], про принцип

дисперсiї — Berliner B. [25], про принцип середньоквадратичного вiд-
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хилення — Denneberg D. [41], про принцип максимальних збиткiв —

de Vylder F.E., Goovaerts M., Haezendonck J. [113], про експоненцiйний

принцип — Kaas R., Goovaerts M., Dhaene J., Denuit M. [69], про прин-

цип Есшера — Yang H. [119], про принцип вiдрегульований ризиком —

Dickson D.C.M. [44], про квантiльний принцип — de Vylder F.E. [111],

про принцип Ванга — Wang S. [115], про принцип середнього значен-

ня — Kaas R., Goovaerts M., Dhaene J., Denuit M. [69], про принципи

корисностi — Dickson D.C.M. [44].

Серед вдалих досi не опублiкованих рукописiв, котрими активно

обмiнюються науковцi, що займаються теорiєю ризику, варто згада-

ти наступнi: Paulsen J. [84]; Schmidli H. [97]; Sherris M. [102].

На завершення ми хотiли б згадати трьохтомну енциклопедiю Teu-

gels J. та Sundt B. (редактори) [108], яка оформлена у виглядi ко-

рисної пiдбiрки незалежних статей, написаних провiдними свiтовими

експертами в цiй галузi. Енциклопедiя охоплює велику кiлькiсть тем

та мiстить розгорнутий список посилань на вiдповiднi джерела в кiн-

цi кожної статтi. В якостi альтернативи можна порадити десятитомну

енциклопедiю з iсторiї актуарної справи Haberman S., Sibbett T. (ре-

дактори) [61].
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РОЗДIЛ 2

Математичнi моделi роботи
страхової компанiї та принципи
пiдрахунку страхових премiй

В даному роздiлi здiйснюється оглядовий аналiз найбiльш пошире-

них колективних моделей ризику як то класична модель ризику та

її узагальнення. Пiсля чого ми здiйснюємо детальний аналiз iндивi-

дуальних моделей ризику, що здебiльшого слугують для оцiнювання

вартостi страхових контрактiв пов’язаних з конкретно взятою особою.

2.1. Класична модель ризику
та її узагальнення

Дiяльнiсть сучасної страхової компанiї важко собi уявити без мате-

матичного моделювання. Традицiйний пiдхiд до такого моделювання

полягає у використаннi так званих колективних моделей ризику. Iсто-

рично першою такою моделлю була розроблена в 1903-му роцi шве-

цьким математиком Фiлiпом Лундбергом (sw: Filip Lindberg) в дисер-

тацiйнiй роботi [78] модель, яка сьогоднi носить назву класичної моделi

ризику.

Класична модель ризику задається наступним чином

U(t) = u+ ct−
Nλ(t)∑
k=1

Zk, t ≥ 0,
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де: u — це початковий капiтал страхової компанiї; константа c — це

iнтенсивнiсть надходження страхових внескiв за одиницю часу; потiк

заявок на виплати моделюється пуасонiвськи процесом Nλ(t), t ≥ 0, з

iнтенсивнiстю λ; послiдовнiсть додатних випадкових величин Zk, k =

1, 2, · · · , — це послiдовнiсть заявок на виплати; процес Nλ(t), t ≥ 0, та

послiдовнiсть Zk, k = 1, 2, · · · , є незалежними по вiдношенню одне до

одного. Iлюстрацiя класичного процесу ризику подана на рисунку 2.1.

-
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Час функцiонування компанiї до банкрутства� -
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Рис. 2.1. Класичний процес ризику.

Однiєю з ключових характеристик класичного процесу ризику з по-

чатковим капiталом u є його ймовiрнiсть банкрутства на нескiнченно-

му промiжку часу задана наступним чином

ψ(u) = P{inf
t≥0

U(t) < 0}.

Явнi формули для ймовiрностей банкрутства в класичнiй моделi ри-

зику, наскiльки нам вiдомо, отриманi лише у випадках сталих виплат,

експоненцiйного розподiлу виплат та виплат, що мають розподiл Ер-

ланга з двома ступiнями свободи. Тому широкого застосування отри-

мали рiзного роду апроксимацiї ймовiрностей банкрутства в класичнiй

моделi ризику, як то апроксимацiя де Вiльдера (be: F.E de Vylder),

апроксимацiя Бiкмана–Бовверса (en: J.A. Beekman, N.L. Bowers), ди-

фузiйна апроксимацiя тощо. Бiльш детально про апроксимацiї ймо-

вiрностей банкрутства в класичнiй моделi ризику можна почитати,
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наприклад, в роботi Grandell J. [57].

Збурена модель ризику означається наступним чином

U(t) = u+ ct−
Nλ(t)∑
k=1

Zk + βW (t), t ≥ 0.

Основнi елементи збуреного процесу ризику повнiсттю повторюють

класичний процес ризику, проте в даному випадку до процесу додає-

ться шумова компонента, яка моделюється за допомогою стандартного

вiнерiвського процесу W (t), t ≥ 0, для якого прирiст W (t+ h)−W (t)

для t, h ≥ 0 має нормальний розподiл з нульовим середнiм та дисперсi-

єю h. В даному випадку параметр β > 0 задає iнтенсивнiсть збурення.

Оглядовий аналiз результатiв пов’язаних зi збуреним процесом ризику

можна знайти наприклад в роботi Schmidli H. [95].

Модель Спаре Андерсена. В моделi Спаре Андерсена (en: Sparre

Andersen E.), заданiй наступним чином

U(t) = u+ ct−
R(t)∑
k=1

Zk, t ≥ 0,

на вiдмiну вiд класичного процесу ризику, в якому потiк заявок на

виплати описується процесом Пуасона Nλ(t), t ≥ 0, вiдповiдний по-

тiк описується процесом вiдновлення R(t), t ≥ 0. Нагадаємо, що на

вiдмiну вiд пуасонiвського процесу в якому iнтервали мiж приростами

експоненцiйно розподiленi, iнтервали мiж приростами процесу вiднов-

лення є незалежними та однаково розподiленими з довiльним спiльним

розподiлом. Детальний опис такої моделi ризику може бути знайдений

в роботi Sparre Andersen E. [104].

Моделi з випадковим потоком премiй. В класичнiй моделi ри-

зику потiк премiй моделювався детермiновано за допомогою лiнiйної

функцiї. На практицi ж потiк премiй також є випадковим, що й при-
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звело до виникнення наступної моделi ризику

U(t) = u+

Nγ(t)∑
i=1

Pi −
Nλ(t)∑
j=1

Zj, t ≥ 0,

де u — це початковий капiтал компанiї; потiк премiй моделюється пу-

асонiвським процесом Nγ(t), t ≥ 0, а потiк заявок на виплати — пуа-

сонiвським процесом Nλ(t), t ≥ 0; послiдовностi додатних випадкових

величин Pi, i = 1, 2, · · · , та Zi, i = 1, 2, · · · , вiдображають послiдовнiсть

премiй та заявок на виплати вiдповiдно; крiм того припускається, що

зазначенi пуасонiвськi процеси, а також послiдовностi премiй та ви-

плат є взаємно незалежними. Детальну iнформацiю про процеси ри-

зику з випадковими премiями можна знайти в роботi Бойков А.В. [1].

Дискретнi моделi. В дискретних моделях часова шкала як пра-

вило подiляється на iнтервали послiдовнiстю точок T = {t1, t2, t3, · · · }
пiсля чого поведiнка капiталу компанiї аналiзується в точках послiдов-

ностi T . Для кожного tk ∈ T ми розглядаємо дискретний процес

U(tk) = u+
k∑

i=1

(Pi − Zi) (2.1)

де u — це початковий капiтал компанiї, а Pi та Zi це вiдповiдно стра-

ховi премiї та заявки на виплати зiбранi протягом часового iнтервалу

(ti−1, ti], крiм того t0 = 0. Очевидно, що

U(tk) = U(tk−1) + Pk − Zk для k ≥ 2.

Iнколи додатковi грошовi потоки такi як дивiденти, позики, iнфляцiя,

iнвестицiї тощо включаються до модельного аналiзу дiяльностi стра-

хової компанiї. У такий спосiб сумарна компонента Di яка вiдображає

грошовi потоки вiдмiннi вiд премiй та заявок на виплати часто добав-

ляється до моделi (2.1) i в цьому випадку модель набуває наступного

вигляду

U(tk) = u+
k∑

i=1

(Pi +Di − Zi).
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Дискретнi моделi ризику, якi описують дiяльнiсть страхової компанiї

протягом обмеженого перiоду часу, досить легко пiддаються аналiзу

за допомогою методiв Монте-Карло. Бiльш детально про дискретнi

моделi ризику можна почитати наприклад в роботах Bühlmann H. [33]

та Daykin C.D., Pentikäinen T., Pesonen M. [40].

Iнформацiю про iншi узагальнення класичної моделi ризику як то

моделi ризику в марковському середовищi, а також моделi зi знесен-

нями, вiдображеннями, бар’єрами, стрибками, дивiдендами, iнвестицi-

ями тощо можна знайти наприклад в роботах Гусак Д.В. [6], Леонен-

ко М.М. та iншi [10], Asmussen S., Albrecher H. [21], Embrechts P., Klüp-

pelberg C., Mikosch T. [47], та Grandell J. [55], [56]. Бiльш детальну

iнформацiю стосовно лiтературних джерел мiстить перший роздiл ди-

сертацiї.

На вiдмiну вiд колективних моделей ризику, якi вже досить добре

вiдомi на пострадянському просторi, iндивiдуальним моделям ризику,

i, зокрема, способам оцiнювання вартостi страхових контрактiв при-

дiлялося досить мало уваги вiтчизняними науковцями. Саме таким

моделям i присвячена дана дисертацiя.

2.2. Найпростiшi способи оцiнювання

У цьому та наступних параграфах ми проводимо опис можливих

методiв пiдрахунку вартостi страхових контрактiв у випадку вiдомих

розподiлiв збиткiв. Для параметричних методiв ми здiйснимо аналiз

властивостi монотонностi та дослiдимо асимптотичну поведiнку, коли

параметри прагнуть до нескiнченностi.

Для iлюстрацiї принципiв пiдрахунку премiй, вважатимемо, що роз-

мiр страхової компенсацiї, пов’язаної з певною страховою угодою, є

випадковою величиною X з функцiєю розподiлу FX(x). Здебiльшого

припускається, що випадкова величина X є невiд’ємною, тобто, прий-
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має значення нуль у випадку, коли угода не призводить до страхового

випадку та не потребує страхових вiдшкодувань, i спiвпадає з розмi-

ром вiдшкодування у разi появи страхового випадку. Вiд’ємнi значення

випадкової величини X iнколи допускаються та iнтерпретуються, як

вiдшкодування, якi, з певних причин, можуть надходити вiд клiєнтiв

до страховикiв.

Вартiсть страхової угоди, або, iншими словами, страхову премiю,

тобто ту суму, яку клiєнт, при укладаннi страхової угоди, платить

обранiй страховiй компанiї для покриття ризику X, позначатимемо

через π[X].

В залежностi вiд конкретних ситуацiй, що виникають при укладаннi

страхових угод, страховi премiї класифiкуються за принципами (спосо-

бами) їх пiдрахунку.

Опишемо тепер найпростiшi способи оцiнювання. Самим очевидним

i природним принципом є нетто премiя.

Нетто премiя (en: net premium) означається як математичне спо-

дiвання розмiру страхової виплати асоцiйованої з ризиком X, тобто,

πнетто[X] := E[X].

В якостi аргументацiї для нетто премiї можна використати, скажiмо,

закон великих чисел у формi Хiнчина, тобто, для послiдовностi неза-

лежних та однаково розподiлених ризикiв Xi, i = 1,+∞, таких, що

E[Xi] < +∞, та довiльного ε > 0, виконується граничне спiввiдношен-

ня

lim
n→+∞

P

{∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

Xi − E[X1]

∣∣∣∣∣ > ε

}
= 0.

Iншими словами, при застосуваннi нетто принципу для оцiнювання

вартостi страхових контрактiв середнiй розмiр страхової компенсацiї

прагнутиме за ймовiрнiстю до математичного сподiвання розмiру од-

нiєї виплати.
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Нетто премiя — це та “справедлива” цiна, при якiй розмiр внескiв

до страхової компанiї, за наявнiсттю великої кiлькостi клiєнтiв, був би

“приблизно рiвний” розмiру виплачених страхових компенсацiй. Тоб-

то, в iдеальнiй ситуацiї, при такому принципi пiдрахункiв страхова

компанiя не несе збиткiв. Проте, на практицi, цiна контракту завжди

перевищує нетто премiю, адже страховi компанiї потребують кошти

для створення страхових резервiв, виплати заробiтної плати персона-

лу, аренди примiщень, сплати податкiв, тощо.

Методи пiдрахунку премiй, що мiстять вище-перерахованi надбавки

вартостi, називаються брутто премiями. Рiзниця в цiнi мiж брутто

та нетто премiєю називається надбавкою на ризик або надбавкою на

ведення страхового бiзнесу. До бруто премiй вiдносяться премiя ма-

тематичного сподiвання, дисперсна премiя, премiя середньоквадрати-

чного вiдхилення, а також параметричнi премiї та премiї означенi з ви-

користанням допомiжних функцiй для яких виконується властивiсть

позитивностi страхової надбавки, тобто, π[X] > E[X].

Бiльш детально про нетто принцип можна почитати, наприклад, в

роботi Bowers N.L., Gerber H.U., Hickman J.C., Jones D.A., Nesbit C.J.

[32].

Премiя математичного сподiвання (en: expected value premi-

um), асоцiйована з ризиком X, означається наступним чином

πм.с.(α)[X] := (1 + α)E[X], для α > 0. (2.2)

В даному методi пiдрухунку вартостi контрактiв величина E[X] — це

нетто премiя, а αE[X] — це вище-згадана надбавка на ризик.

Для застосування, бiльш зрозумiлим виглядом формули (2.2) є на-

ступний:

πм.с.(α1, α2)[X] := (1 + α1 + α2)E[X], для min[α1, α2] > 0. (2.3)

У даному випадку E[X] — це нетто премiя, α1E[X] — частина брутто
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премiї, що йде на формування страхових резервiв, α2E[X] — частина

брутто премiї, що використовується в адмiнiстративних цiлях, таких

як виплата зарплати, сплата податкiв, оренда примiщень тощо.

Практика роботи страхових компанiй показує, що досить стандарт-

ною є наступна пропорцiя: нетто премiя складає близько шестидесяти

вiдсоткiв брутто премiї, а решта розподiляється бiльш-менш порiвно

мiж резервним та адмiнiстративним фондами.

Бiльш детально про метод математичного сподiвання оцiнювання

вартостi страхових контрактiв можна почитати, зокрема, в роботах

Bühlmann H. [33] та Gerber H.U. [52].

Принцип дисперсiї оцiнювання вартостi страхових контрактiв зас-

тосовується у випадках, коли при оцiнюваннi хочуть враховувати роз-

сiювання ризику X.

Дисперсна премiя (en: variance premium) для ризику X означає-

ться як

πдисп.(α)[X] := E[X] + αVar[X], для α > 0.

В наших позначеннях, Var[X] — це дисперсiя (en: variance) випадко-

вої величини X.

Звернемо увагу на те, що при даному способi оцiнювання надбавка

на ризик є пропорцiйною дисперсiї ризику X.

Бiльш детально про принцип дисперсiї пiдрахунку вартостi страхо-

вих контрактiв можна почитати, наприклад, в роботi Berliner B. [25].

Альтернативним до принципу дисперсiї оцiнювання вартостi страхо-

вих контрактiв при врахуваннi розсiювання значень ризику X є прин-

цип середньоквадратичного вiдхилення.

Премiя середьоквадратичного вiдхилення (en: standard devi-

ation premium) для ризику X означається як

πс.к.в.(α)[X] := E[X] + ασ[X], для α > 0.

В наших позначеннях σ[X] :=
√

Var[X] — це середньоквадратичне
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вiдхилення (en: standard deviation) випадкової величини X.

Звернемо увагу на те, що при даному способi оцiнювання надбавка

на ризик є пропорцiйною середньоквадратичному вiдхиленню ризи-

ку X.

Бiльш детально про принцип середньоквадратичного вiдхилення пiд-

рахунку вартостi страхових контрактiв можна почитати, зокрема, в

роботi Denneberg D. [41].

В подальшому нам потрiбнi будуть наступнi два означення.

Iстотний iнфiмум (en: essential infimum) випадкової величини X

з функцiєю розподiлу FX(x) означається наступним чином

ess inf[X] := inf{δ : FX(δ) > 0}.

Iстотний супремум (en: essential supremum) випадкової величини

X з функцiєю розподiлу FX(x) означається наступним чином

ess sup[X] := sup{δ : FX(δ) < 1}.

Ще одним досить простим способом оцiнювання вартостi страхових

контрактiв є принцип максимальних збиткiв.

Премiя максимальних збиткiв (en: maximum loss premium) для

ризику X означається наступним чином

πмакс.зб.[X] := sup{δ : FX(δ) < 1}.

Премiя максимальних збиткiв — це не що iнше як iстотний супре-

мум (en: essential supremum) розмiру страхової компенсацiї. Iншими

словами, премiя максимальних збиткiв демонструє верхню допустиму

межу розмiру страхової компенсацiї, тобто: P{X > πмакс.зб.[X]} = 0, а

також, для будь-якого ε > 0, маємо P{X > πмакс.зб.[X]− ε} > 0.

Премiя максимальних збиткiв виникає як границя: експоненцiйної

премiї при α → +∞; квантiльної премiї при ε → 0+; премiї Есшера

при α→ +∞; премiї вiдрегульованої ризиком при ρ→ +∞.
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Додатковi вiдомостi про принцип максимальних збиткiв можна зна-

йти в роботi de Vylder F.E., Goovaerts M., Haezendonck J. [113].

2.3. Параметричнi способи оцiнювання

Одним з найпростiших способiв параметричного оцiнювання є екс-

поненцiйна премiя, яка виникає при розглядi принципiв означених з

використанням допомiжних функцiї та видiляється в окремий випадок

завдяки наявностi бажаних властивостей якими принципи, що базую-

ться на допомiжних функцiях, взагалi кажучи, не володiють, напри-

клад властивостi адитивностi.

Експоненцiйна премiя (en: exponential premium) для ризику X

означається як

πексп.(α)[X] :=
1

α
log(E[eαX ]), для α > 0.

Експоненцiйний принцип (з параметром β, для наведених нижче

представлень функцiй v(x), U(x) та u(x)) є частковим випадком: прин-

ципу середнього значення при v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0;

принципу еквiвалентної/нульової корисностi страховика при U(x) =

−αe−βx + γ, для min[α, β] > 0; та принципу еквiвалентної/нульової

корисностi клiєнта при u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0.

Наступне твердження iлюструє монотоннiсть експоненцiйної премiї

як функцiї параметра α.

Твердження 2.1. Для будь-якого ризику X експоненцiйна премiя є

неспадною функцiєю параметра α, тобто,

πексп.(α1)[X] ≤ πексп.(α2)[X], для α2 > α1 > 0. (2.4)

З доведенням твердження 2.1 можна ознайомитися, наприклад, в

роботi Kaas R., Goovaerts M., Dhaene J., Denuit M. [69].

Звернемо увагу на те, що нерiвнiсть (2.4) перетворюється в строгу
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рiвнiсть, тобто, πексп.(α1) = πексп.(α2) = E[X], для 0 < α1 < α2, у випадку

виродженої випадкової величини X.

Наступна теорема 2.1 iлюструє зв’язок експоненцiйної премiї з нетто

премiєю.

Теорема 2.1. Якщо для X iснує ε > 0, таке, що E[|XeεX |] < +∞,

то

lim
α→0+

πексп.(α)[X] = πнетто[X].

Доведення. Покажемо спочатку, що з умови E[|XeεX |] < +∞ випли-

ває, що E[eεX ] < +∞. Дiйсно, використавши нерiвностi

E[1{|X|≥1}|XeεX |] ≤ E[|XeεX |] < +∞,

маємо

E[eεX ] = E[1{|X|<1} e
εX ] + E[1{|X|≥1} e

εX ]

≤ eε + E[1{|X|≥1}|XeεX |] < +∞.

Умова E[eεX ] < +∞ є достатньою для змiни порядоку диференцiю-

вання та iнтегрування наступного степенного ряду в околi нуля.

d

dα
E[eαX ]

∣∣∣∣
α=0

=
d

dα
E

[
+∞∑
k=0

(αX)k

k!

]∣∣∣∣∣
α=0

= E

[
d

dα

+∞∑
k=0

(αX)k

k!

]∣∣∣∣∣
α=0

=
+∞∑
k=0

αkE[Xk+1]

k!

∣∣∣∣∣
α=0

= E[X]. (2.5)

Звернемо увагу на те, що для будь-якого ризику X виконуються

рiвностi

E[eαX ]
∣∣
α=0

= 1 та log
(
E[eαX ]

∣∣
α=0

)
= 0. (2.6)

Зауважимо, що умова E[|XeεX |] < +∞, для ε > 0, є достатньою для

диференцiйовностi функцiї E[eαX ] в околi нуля, а функцiя log(E[eαX ])

буде диференцiйовною як суперпозицiя диференцiйовних функцiй,



49

тому, використавши тотожностi (2.5) та (2.6), отримуємо

lim
α→0+

πексп.(α)[X] = lim
α→0+

log(E[eαX ])− log(E[eαX ]|α=0)

α

=
d

dα
log(E[eαX ])

∣∣∣∣
α=0

=
d

dα
E[eαX ]

∣∣∣∣
α=0

: E[eαX ]

∣∣∣∣
α=0

= E[X] = πнетто[X].

Це завершує доведення теореми 2.1.

Зауваження 2.1. Iз твердження 2.1 та теореми 2.1 випливає, що

експоненцiйна премiя при α > 0 бiльша за нетто премiю. Тому вла-

стивiсть монотонностi експоненцiйної премiї є дуже важливою.

Вона показує, що експоненцiйний принцип пiдрахунку вигiдний для

страховика, причому зi збiльшенням α ця вигода зростає.

Наступна теорема демонструє з’вязок експоненцiйної премiї iз пре-

мiєю максимальних збиткiв.

Теорема 2.2. Для будь-якого ризику X виконується рiвнiсть

lim
α→+∞

πексп.(α)[X] = ess sup[X].

Доведення. Покажемо спочатку, що для будь-якого ризику X та до-

вiльного допустимого значення α експоненцiйна премiя не перевищу-

ватиме iстотного супремуму розмiру страхової компенсацiї, тобто

πексп.(α)[X] ≤ ess sup[X]. (2.7)

Варто зауважити, що достатньо показати виконання нерiвностi (2.7)

у випадку ess sup[X] < +∞, бо в противному разi нерiвнiсть (2.7)

виконуватиметься автоматично. В зазначеному випадку отримуємо

πексп.(α)[X] =
1

α
log(E[eαX ]) ≤ 1

α
log(E[eα ess sup[X]]) = ess sup[X].

З iншого боку, для будь-якого ризикуX та довiльної константи c, такої,

що c < ess sup[X], виконуються нерiвностi

P{X ≥ c} > 0 та E[eαX ] ≥ eαcP{X ≥ c}. (2.8)
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Використавши нерiвностi (2.8), маємо

lim
α→+∞

1

α
log(E[eαX ]) ≥ lim

α→+∞

1

α
log(eαcP{X ≥ c}) (2.9)

= lim
α→+∞

1

α
[log(eαc) + log(P{X ≥ c})] = с.

Комбiнуючи нерiвность (2.7) з нерiвнiстю (2.9) та перейшовши до гра-

ницi, отримуємо

lim
α→+∞

πексп.(α)[X] ∈
∩

c<ess sup[X]

[c, ess sup[X]] = {ess sup[X]}.

Це завершує доведення теореми 2.2.

З нерiвностi (2.7) випливає, що експоненцiйна премiя прямуватиме

до iстотного супремуму знизу при α→ +∞.

Зауваження 2.2. Невiд’ємнiсть випадкової величини X не викорис-

товувалась при доведеннi теореми 2.2, тому спiввiдношення

lim
α→+∞

1

α
log
(
E[eαX ]

)
= ess sup[X]

виконується для довiльної випадкової величини X.

Iншим частовживаним параметричним принципом оцiнювання вар-

тостi страхових контрактiв є принцип Есшера.

Премiя Есшера (en: Esscher premium) для ризику X означається

як

πЕсшер(α)[X] := E[XeαX ]/E[eαX ], для α ≥ 0.

Очевидно, що при α = 0, премiя Есшера еквiвалентна нетто премiї.

Премiя Есшера — це не що iнше, як математичне сподiвання перет-

ворення Есшера випадкової величини X, тобто математичне сподiван-

ня величини XeαX/E[eαX ].

Зауважимо, що перетворення Есшера означається для α ∈ R, проте,

обмеження α ≥ 0 в означеннi премiї Есшера вводиться для отримання

деяких корисних властивостей такого способу страхового оцiнювання.
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Перетворення Есшера (en: Esscher transform) було вперше представ-

лене в лiтературi шведським математиком Фредрiком Есшером (sw:

Fredrik Esscher) в роботах Esscher F. [48] та [49]. Мабуть вперше, як ме-

тод пiдрахунку страхових премiй, усереднене перетворення Есшера бу-

ло описане швейцарським математиком Хансом Бюльманом (ch: Hans

Bühlman) в роботi Bühlman H. [34]. Огляд вiдомих результатiв, пов’я-

заних з перетворенням Есшера, здiйснений, зокрема, в роботi Yang H.

[119].

Наступне твердження демонструє монотоннiсть премiї Есшера як

функцiї параметра α.

Твердження 2.2. Нехай для ризику X виконується умова

sup{δ : E[X2eδX ] < +∞} =: α∗[X] > 0,

тодi

E[X] ≤ πЕсшер(α1)[X] ≤ πЕсшер(α2)[X], для 0 ≤ α1 < α2 < α∗[X].

Доведення. Покажемо спочатку, що з умови E[X2eδX ] < +∞, для де-

якого δ > 0, випливає умова E[|XeδX |] < +∞, для того ж δ. Дiйсно,

використавши нерiвностi

E[1{|X|≥1}X
2eδX ] ≤ E[X2eδX ] < +∞,

та беручи до уваги те, що функцiя xeδx спадає на iнтервалi (−∞, −1/δ),

зростає на iнтервалi (−1/δ, +∞), а отже функцiя f(x) := |xeδx| на iн-

тервалi [−1, 1] досягає свого максимуму або в точцi x = −1, або в

точцi x = 1, або в точцi x = −1/δ (якщо −1/δ ∈ [−1, 1]), отримуємо

E[|XeδX |] = E[1{|X|<1} |XeδX |] + E[1{|X|≥1} |XeδX |]

≤ max{f(−1), f(1), f(−1/δ)}+ E[1{|X|≥1}X
2eδX ] < +∞.

Аналогiчно можна показати, що з умови E[X2eδX ] < +∞ випливає

умова E[eδX ] < +∞.
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Умова E[X2eδX ] < +∞ є достатньою для диференцiйовностi функцiї

E[XeαX ] на iнтервалi α ∈ [0, δ), а умова E[|XeδX |] < +∞ є достатньою

для диференцiйовностi функцiї E[eαX ] на iнтервалi α ∈ [0, δ) тому в

сукупностi умова E[X2eδX ] < +∞ є достатньою для диференцiйовностi

премiї Есшера на iнтервалi α ∈ [0, δ).

Розглянемо похiдну(
E
[
XeαX

]
E [eαX ]

)′

=

(
E
[
XeαX

])′
E
[
eαX
]
− E

[
XeαX

] (
E
[
eαX
])′

(E [eαX ])2

=
E
[
X2eαX

]
E
[
eαX
]
− E

[
XeαX

]
E
[
XeαX

]
(E [eαX ])2

≥ 0.

Остання нерiвнiсть випливає з нерiвностi Гельдера. Це завершує до-

ведення теореми 2.2.

Зауважимо, що у випадку виродженої випадкової величини X, має

мiсце рiвнiсть E[X] = πЕсшер(α1)[X] = πЕсшер(α2)[X], для 0 ≤ α1 < α2.

Зауваження 2.3. Iз твердження 2.2 випливає, що для премiї Есшера

має мiсце аналог зауваження 2.1 сформульованого для експоненцiйної

премiї.

Для премiї Есшера виконується наступне граничне спiввiдношення.

Теорема 2.3. Для будь-якого ризику X справедлива рiвнiсть

lim
α→+∞

πЕсшер(α)[X] = ess sup[X].

Доведення. Покажемо спочатку, що для будь-якого α ≥ 0 премiя Ес-

шера не перевищуватиме iстотного супремуму розмiру страхової ком-

пенсацiї. Достатньо довести це у випадку ess sup[X] < +∞, бо в про-

тивному разi твердження виконується автоматично. Маємо

πЕсшер(α)[X] =
E[XeαX ]

E[eαX ]
≤ ess sup[X]E[eαX ]

E[eαX ]
= ess sup[X]. (2.10)



53

Виберемо сталу c таким чином, що c < ess sup[X]. Надалi нам по-

трiбнi будуть наступнi спiввiдношення

E[XeαX ] = E[1{X≥c}Xe
αX ] + E[1{X<c}Xe

αX ]

≥ cE[1{X≥c} e
αX ] + E[1{X<c}Xe

αX ]

= c (E[eαX ]− E[1{X<c} e
αX ]) + E[1{X<c}Xe

αX ]

≥ cE[eαX ]− c eαc + E[1{X<c}Xe
αX ]. (2.11)

Покажемо, що для будь-якого ризикуX справедливе спiввiдношення

c eαc

E[eαX ]
→ 0, при α→ +∞. (2.12)

Нехай ε > 0 таке, що c+ε < ess sup[X], тодi, скориставшись нерiвнiстю

E[eαX ] ≥ eα(c+ε)P{X ≥ c+ ε} > 0, (2.13)

отримуємо∣∣∣∣ c eαcE[eαX ]

∣∣∣∣ ≤ |c| eαc

eα(c+ε)P{X ≥ c+ ε}

=
|c| e−αε

P{X ≥ c+ ε}
→ 0, при α→ +∞,

тобто, граничне спiввiдношення (2.12) дiйсно має мiсце.

Покажемо також, що для будь-якого ризику X,

lim
α→+∞

E[1{X<c}Xe
αX ]

E[eαX ]
≥ 0. (2.14)

Для цього звернемо увагу на те, що функцiя xeαx спадає на iнтервалi

x ∈ (−∞,−1/α), зростає на iнтервалi x ∈ (−1/α,+∞), досягає свого

мiнiмуму −1/(αe) в точцi x = −1/α та приймає вiд’ємнi значення при

x < 0.

Розглянемо окремо випадки c ≥ 0 та c < 0.

У випадку c ≥ 0 оцiнимо функцiю E[1{X<c}Xe
αX ] знизу мiнiмаль-

ним значенням функцiї xeαx на R, тобто −1/(αe), тодi

E[1{X<c}Xe
αX ]

E[eαX ]
≥ −1/(αe)

eαcP{X ≥ c}
→ 0, при α→ +∞.
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У випадку c < 0, для достаньо великих α, а саме, для α ≥ −1/c,

функцiя xeαx спадатиме на iнтервалi (−∞, c) i прийматиме мiнiмаль-

не значення на цьому iнтервалi в точцi c. Тому функцiя E[1{X<c}Xe
αX ]

може бути оцiнена знизу значенням c eαc. Скориставшись нерiвнiстю

(2.13), отримуємо

E[1{X<c}Xe
αX ]

E[eαX ]
≥ c eαc

eα(c+ε)P{X ≥ c+ ε}

=
ce−αε

P{X ≥ c+ ε}
→ 0, при α→ +∞.

Тобто, граничне спiввiдношення (2.14) дiйсно має мiсце.

Скомбiнувавши нерiвностi (2.11) зi спiввiдношеннями (2.12) та (2.14),

маємо

lim
α→+∞

πЕсшер(α)[X] = lim
α→+∞

E[XeαX ]

E[eαX ]

≥ lim
α→+∞

[
c− c eαc

E[eαX ]
+

E[1{X<c}Xe
αX ]

E[eαX ]

]
≥ c

Перейшовши до границi в нерiвностi (2.10) та об’єднавши її зi щойно

отриманою нерiвнiстю, остаточно отримуємо

lim
α→+∞

πЕсшер(α)[X] ∈
∩

c<ess sup[X]

[c, ess sup[X]] = {ess sup[X]}.

Це завершує доведення теореми 2.3.

Зауваження 2.4. Невiд’ємнiсть випадкової величини X не викорис-

товувалась в доведеннi теореми 2.3, отже, граничне спiввiдношення

lim
α→+∞

E[XeαX ]

E[eαX ]
= ess sup[X] (2.15)

виконується для довiльної випадкової величини X.

Зауваження 2.5. Звернемо увагу на те, що для довiльної випадкової

величини X виконується також наступне граничне спiввiдношення

lim
α→−∞

E[XeαX ]

E[eαX ]
= ess inf[X]. (2.16)
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Наступним популярним параметричним принципом страхового оцi-

нювання є принцип вiдрегульований ризиком.

Премiя вiдрегульована ризиком (en: risk adjusted premium) для

ризику X, сконцентрованого на невiд’ємнiй пiвосi, з функцiєю розпо-

дiлу FX(x) означається як

πвiд.риз.(ρ)[X] :=

∫ +∞

0

[P{X > x}]1/ρdx =

∫ +∞

0

[1− FX(x)]
1/ρdx.

Параметр ρ ≥ 1 часто називають ризиковим iндексом (en: risk index).

В якостi аргументацiї застосування принципу вiдрегульованого ри-

зиком звернемо увагу на те, що даний принцип спiвпадає з нетто прин-

ципом у випадку ρ = 1 та є строго бiльшим за математичне сподiвання

розмiру страхової компенсацiї у випадку ρ > 1.

Наступне твердження iлюструє монотоннiсть премiї вiдрегульованої

ризиком як функцiї параметра ρ.

Твердження 2.3. Для будь-якого невiд’ємного ризику X премiя вiд-

регульована ризиком є неспадною функцiєю параметра ρ, тобто,

πвiд.риз.(ρ1)[X] ≤ πвiд.риз.(ρ2)[X], для 1 ≤ ρ1 < ρ2. (2.17)

Доведення. Дiйсно, проiнтегрувавши на невiд’ємнiй пiвосi нерiвнiсть

[1− FX(x)]
1/ρ1 ≤ [1− FX(x)]

1/ρ2, для 1 ≤ ρ1 < ρ2,

яка, незалежно вiд вибору невiд’ємного ризику X, виконується для

всiх x ∈ R, отримуємо нерiвнiсть (2.17).

Звернемо увагу на те, що нерiвнiсть (2.17) перетворюється в строгу

рiвнiсть, тобто, πвiд.риз.(ρ1)[X] = πвiд.риз.(ρ2)[X] = E[X], для 1 ≤ ρ1 < ρ2,

у випадку виродженої невiд’ємної випадкової величини X.

Наступна теорема демонструє збiжнiсть премiї вiдрегульованої ри-

зиком до iстотного супремуму розмiру страхової компенсацiї.
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Теорема 2.4. Для будь-якого невiд’ємного ризику X виконується

граничне спiввiдношення

lim
ρ→+∞

πвiд.риз.(ρ)[X] = ess sup[X]. (2.18)

Доведення. Покажемо спочатку, що для будь-якого невiд’ємного ризи-

ку X та довiльного ρ ≥ 1, має мiсце нерiвнiсть

πвiд.риз.(ρ)[X] ≤ ess sup[X]. (2.19)

Дiйсно, використавши нерiвнiсть [1− FX(x)]
1/ρ ≤ 1, маємо

πвiд.риз.(ρ)[X] =

∫ +∞

0

[1− FX(x)]
1/ρdx ≤

∫ ess sup[X]

0

dx = ess sup[X].

У випадку виродженого невiд’ємного ризику X, тобто коли

0 ≤ ess inf[X] = ess sup[X],

твердження теореми 2.4 виконується. Дiйсно, в цьому випадку

lim
ρ→+∞

πвiд.риз.(ρ)[X] = lim
ρ→+∞

∫ ess sup[X]

0

[1− 0]1/ρdx = ess sup[X].

Нехай тепер

0 ≤ ess inf[X] < ess sup[X].

Тодi, для довiльної константи c, такої, що

ess inf[X] < c < ess sup[X],

виконуються нерiвностi

0 < [1− FX(c)]
1/ρ < 1, для ρ ≥ 1. (2.20)

Скориставшись тим, що FX(x) є неспадною функцiєю, та використав-

ши нерiвностi (2.20), отримуємо

πвiд.риз.(ρ)[X] =

∫ +∞

0

[1− FX(x)]
1/ρdx >

∫ c

0

[1− FX(x)]
1/ρdx

> [1− FX(c)]
1/ρ · c → c, при ρ→ +∞. (2.21)
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Перейшовши до границi в нерiвностi (2.19) та скомбiнувавши її з не-

рiвнiстю (2.21), маємо

lim
ρ→+∞

πвiд.риз.(ρ)[X] ∈
∩

ess inf[X]<c<ess sup[X]

[c, ess sup[X]] = {ess sup[X]},

що й завершує доведення теореми 2.4.

Зауваження 2.6. З нерiвностi (2.19) випливає, що премiя вiдрегу-

льована ризиком прямуватиме до iстотного супремуму знизу.

Деяку альтернативну iнформацiю стосовно принципу вiдрегульова-

ного ризиком можна знайти в роботi Dickson D.C.M. [44].

Квантiльний пiдхiд до аналiзу розподiлiв ризикiв, теж iнколи вико-

ристовується при оцiнюваннi вартостi страхових контрактiв, а саме, в

такий спосiб вводиться поняття квантiльної премiї.

Квантiльна премiя (en: percentile premium) для ризику X та до-

вiльного ε ∈ (0, 1] означається так, що ймовiрнiсть перевищення вели-

чиною страхової компенсацiї розмiру страхової премiї не перевищує ε,

тобто,

πквант.(ε)[X] := inf{δ : FX(δ) > 1− ε}

як бачимо, квантiльна премiя — це (1 − ε)-квантiль розподiлу FX(x).

Тобто, при заключеннi страхових контрактiв iз квантiльною премiєю

при малих значеннях параметра ε > 0, страхова компанiя з великою

ймовiрнiстю не розориться.

З деякими особливостями квантiльного принципу можна ознайоми-

тись, наприклад, в роботi de Vylder F.E. [111].

2.4. Принципи, що базуються на допомiж-
них функцiях

В цьому параграфi ми здiйснюємо оглядовий аналiз декiлькох спосо-

бiв оцiнювання вартостi страхових контрактiв означених з використа-
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нням монотонних двiчi неперервно диференцiйованих функцiй.

Природним узагальненням принципу вiдрегульованого ризиком є

принцип Ванга. Принцип Ванга названий на честь китайського ма-

тематика, котрий вперше запропонував таке узагальнення принципу

вiдрегульованого ризиком в роботi Wang S. [115].

Премiя Ванга (en: Wang’s premium) для невiд’ємного ризику X є

узагальненням премiї вiдрегульованої ризиком та означається як

πВанг[X] :=

∫ +∞

0

g(1− FX(x))dx

для деякої зростаючої та опуклої вгору функцiї g(·), що вiдображає

iнтервал [0, 1] на себе (тобто на iнтервал [0, 1]).

Легко бачити, що у випадку g(x) = x1/ρ, для ρ ≥ 1, премiя Ванга

еквiвалентна премiї вiдрегульованої ризиком. В якостi прикладу фун-

кцiї g(·), вiдмiнної вiд g(x) = x1/ρ, можна обрати g(x) = sin(πx/2).

Часто-вживаним принципом, що базується на певному класi допо-

мiжних функцiй є принцип середнього значення.

Премiя середнього значення (en: mean value premium) для ри-

зику X задана за допомогою функцiї v(x) ∈ C2(R), такої, що v′(x) > 0

та v′′(x) ≥ 0 для x ∈ R, означається як розв’язок рiвняння

v(πс.з.[X]) = E[v(X)]. (2.22)

Аргументацiя для принципу середнього значення трохи прихована

в нерiвностi Єнсена v(E[X]) ≤ E[v(X)], тобто, отримана премiя буде

не меншою за математичне сподiвання розмiру страхової компенсацiї.

Бiльш детально про принцип середнього значення пiдрахунку вар-

тостi страхових контрактiв можна почитати, наприклад, в роботi Ka-

as R., Goovaerts M., Dhaene J., Denuit M. [69].

Принципи корисностi. Страхова iндустрiя iснує тому, що клiєн-

ти страхових компанiй погоджуються платити цiну за позбавлення вiд

ризику X, яка перевищує нетто премiю. Це можна пояснити в тер-
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мiнах теорiї корисностi. Потенцiйний клiєнт страхової компанiї, часто

навiть не усвiдомлюючи цього, при прийняттi економiчних рiшень зав-

жди розглядає значення u(ω) для свого поточного капiталу, а не саме

значення ω; в наших позначеннях u(·) — це функцiя корисностi капiта-

лу клiєнта, тобто, зростаюча та опукла вгору функцiя. Роблячи вибiр

мiж двома випадковими втратами X1 та X2, клiєнт порiвнює очiкуванi

залишковi корисностi E[u(ω − X1)] та E[u(ω − X2)] та обирає втрату,

що призводить до бiльшого очiкуваного залишкового капiталу.

Користуючись подiбною аргументацiєю, клiєнт погоджується запла-

тити цiну Pклiєнт за позбавлення вiд ризику X, якщо

u(ω − Pклiєнт) = E[u(ω − Pклiєнт)] ≥ E[u(ω −X)].

Максимальна цiна, яку ми позначатимемо P+, яку клiєнт погоджує-

ться заплатити за покриття ризику X, знаходиться з рiвняння

u(ω − P+) = E[u(ω −X)]. (2.23)

Такий метод оцiнювання вартостi страхових контрактiв називається

принципом еквiвалентної корисностi клiєнта; отриману в такий спо-

сiб премiю позначатимемо πе.к.к.[X] := P+.

Iнколи функцiю корисностi обирають так, що значення u(0) вiдобра-

жає кориснiсть капiталу клiєнта в момент укладання страхової угоди.

В таких випадках рiвняння (2.23) замiнюють рiвнянням

u(−πн.к.к.[X]) = E[u(−X)], (2.24)

а вiдповiдний метод оцiнювання називають принципом нульової ко-

рисностi клiєнта.

З iншого боку, страхова компанiя з власною функцiєю корисностi

капiталу U(·), тобто, зростаючою опуклою вгору функцiєю та вла-

сним капiталом на момент укладання страхової угоди W , погодиться

прийняти ризик X за цiною Pстраховик, якщо

U(W ) = E[U(W )] ≤ E[U(W + Pстраховик −X)].
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Мiнiмальна цiна, яку ми позначатимемо P−, за якою страхова компанiя

погодиться прийняти ризик X, знаходиться з рiвняння

U(W ) = E[U(W + P− −X)]. (2.25)

Такий метод оцiнювання вартостi страхових контрактiв називається

принципом еквiвалентної корисностi страховика; отриману в такий

спосiб премiю позначатимемо πе.к.с.[X] := P−.

Iнколи функцiю корисностi обирають так, що значення U(0) вiд-

ображає кориснiсть капiталу страховика на момент укладання страхо-

вої угоди. В таких випадках рiвняння (2.25) замiнюють рiвнянням

U(0) = E[U(πн.к.с.[X]−X)], (2.26)

а вiдповiдний метод оцiнювання називають принципом нульової ко-

рисностi страховика.

Тривалий аналiз роботи багатьох страхових компанiй (див. напри-

клад Dickson D.C.M. [44]) показує, що наступнi функцiї найчастiше

використовуються в якостi функцiй корисностi (список представлено

в термiнах корисностi страховика, проте тi ж самi функцiї можна ви-

користовувати в якостi функцiй корисностi клiєнта, замiнивши U(·) на

u(·)):

лiнiйна U(x) = ax+ b для a > 0;

квадратична U(x) = −(α− x)2 для x < α;

логарифмiчна U(x) = log(α+ x) для x > −α;

експоненцiйна U(x) = −αe−βx + γ для min[α, β] > 0;

степенева U(x) = xα для x > 0, та 0 < α ≤ 1.

У випадку, коли вибрана для оплати премiя π[X] належить iнтер-

валу P− < π[X] < P+, як страховик, так i клiєнт покращать свої

очiкуванi корисностi шляхом пiдписання страхової угоди.
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Висновки. В другому роздiлi дисертацiї проведена наступна робота:

— описано математичну модель роботи страхової компанiї як класи-

чну так i її узагальнення;

— розглянуто моделi iндивiдуальних ризикiв;

— проведена класифiкацiя методiв оцiнювання страхових контрактiв;

— для параметричних методiв оцiнювання дослiджено властивостi

монотонностi;

— вивчена асимптотична поведiнка параметричних методiв.
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РОЗДIЛ 3

Властивостi принципiв пiдрахунку
премiй та характеризацiйнi теореми

3.1. Перевiрка бажаних властивостей

В даному роздiлi ми проводимо аналiз бажаних властивостей, як з

точки зору клiєнта так i страховика, якими можуть володiти або не во-

лодiти принципи пiдрахунку вартостi страхових контрактiв, означенi

в другому роздiлi даної дисертацiї. Серед таких бажаних властивостей

в третьому роздiлi дисертацiї ми вивчаємо властивiсть вiдсутностi не-

обгрунтованої надбавки на ризик, властивiсть невiд’ємностi страхової

надбавки, властивiсть адитивностi, властивiсть мультиплiкативної iн-

варiантностi, властивiсть конзистентностi, властивiсть вiдсутностi гра-

бування та властивiсть iтеративностi.

В другiй частинi цього роздiлу представлено характеризацiйнi тео-

реми для декiлькох принципiв пiдрахунку вартостi страхових контрак-

тiв, означених з використанням допомiжних функцiй. Данi теореми

стосуються властивостей адитивностi, конзистентностi, iтеративностi

i мультиплiкативної iнварiантностi та покривають принцип середньо-

го значення, принцип еквiвалентної/нульової корисностi страховика та

принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта.

Результати перевiрки бажаних властивостей представлено у виглядi

сумарної таблицi властивостей.
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Вiдсутнiсть необгрунтованої надбавки на ризик. Говорити-

мемо, що принцип пiдрахунку вартостi страхових контрактiв воло-

дiє властивiстю вiдсутностi необгрунтованої надбавки на ризик (en:

no unjustified risk loading property), якщо для будь-якого допустимого

виродженого ризику XC
виродж., тобто, P{XC

виродж. = C} = 1, для деякої

константи C ∈ R або R+, має мiсце рiвнiсть π[XC
виродж.] = C.

Таким чином, якщо страхова компанiя пiдраховує вартiсть страхо-

вих контрактiв за принципом, що володiє даною властивiстю, то вона

поступає чесно, по вiдношенню до клiєнта. Нiяких додаткових стяг-

нень не пов’язаних безпосередньо з ризиками з клiєнта страхова ком-

панiя не проводить.

Отже, з точки зору клiєнта, властивiсть вiдсутностi необгрунтованої

надбавки на ризик є надзвичайно важливою i вигiдною для нього.

Проаналiзуємо її виконання, чи не виконання для розглянутих вище

принципiв пiдрахунку страхових контрактiв.

Дана властивiсть, очевидно, виконується для нетто принципу.

Так як для виродженого строго позитивного ризику XC
виродж. має

мiсце нерiвнiсть πм.с.[X
C
виродж.] = (1+α)C > C, для всiх α > 0, то вла-

стивiсть не виконується для принципу математичного сподiвання.

Завдяки рiвностi Var[XC
виродж.] = σ[XC

виродж.] = 0, властивiсть вiдсу-

тностi необгрунтованої надбавки на ризик виконується для принципу

дисперсiї та принципу середньоквадратичного вiдхилення.

Властивiсть виконується також для принципу максимальних зби-

ткiв, адже πмакс.зб.[X
C
виродж.] = sup{δ : FXC

виродж.
(δ) < 1} = C.

Властивiсть вiдсутностi необгрунтованої надбавки на ризик очеви-

дним чином виконується для експоненцiйного принципу та принципу

Есшера.

Принцип вiдрегульований ризиком теж володiє властивiстю, що дос-
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лiджується, адже для будь-якого невiд’ємного ризику XC
виродж.

πвiд.риз.(ρ)[X
C
виродж.] =

∫ C

0

[1− 0]1/ρdx =

∫ C

0

dx = C.

Вiдсутнiсть необгрунтованої надбавки на ризик виконується також

для квантiльного принципу, адже в даному випадку, для будь-якого

ε ∈ (0, 1], виконується

πквант.(ε)[X
C
виродж.] = inf{δ : FXC

виродж.
(δ) > 1− ε} = C.

Дана властивiсть виконується також для принципу Ванга. Дiйсно,

для будь-якої зростаючої та опуклої вгору функцiї g : [0, 1] → [0, 1] та

будь-якого невiд’ємного виродженого ризику XC
виродж., маємо

πВанг[X
C
виродж.] =

∫ C

0

g(1− 0)dx =

∫ C

0

dx = C.

Властивiсть, що дослiджується, виконується для принципу сере-

днього значення, адже

πс.з.[X
C
виродж.] = v−1(E[v(XC

виродж.)]) = v−1(v(C)) = C.

Рiвняння (2.25) для будь-якого початкового капiталуW та будь-якої

допустимої функцiї корисностi страховика U(·), у випадку вироджено-

го ризику XC
виродж. набуває вигляду

U(W ) = U(W + πе.к.с.[X
C
виродж.]− C). (3.1)

Оскiльки U ′(·) > 0 то з рiвняння (3.1) випливає, що πе.к.с.[X
C
виродж.] =

C. Тобто, властивiсть виконується для принципу еквiвалентної/нульової

корисностi страховика.

Рiвняння (2.23) для будь-якого початкового капiталу ω та будь-якої

допустимої функцiї корисностi клiєнта u(·), у випадку виродженого

ризику XC
виродж. набуває вигляду

u(ω − πе.к.к.[X
C
виродж.]) = u(ω − C). (3.2)
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Оскiльки u′(·) > 0, то з рiвняння (3.2) випливає, що πе.к.к.[X
C
виродж.] =

C. Тобто, властивiсть також виконується для принципу еквiвален-

тної/ нульової корисностi клiєнта.

Наступною важливою властивiстю принципiв пiдрахунку премiй є

властивiсть невiд’ємностi страхової надбавки.

Невiд’ємнiсть страхової надбавки. Говоритимемо, що принцип

пiдрахунку вартостi страхових контрактiв володiє властивiстю не-

вiд’ємностi страхової надбавки (en: non-negative loading property), як-

що для будь-якого допустимого ризику X розмiр отриманої премiї є

не меншим за математичне сподiвання розмiру страхової компенсацiї,

тобто, π[X] ≥ E[X].

Очевидно, що дана властивiсть є вигiдною для страхової компанiї,

оскiльки у цьому випадку, при наявностi великої кiлькостi клiєнтiв, з

ймовiрнiстю близькою до одиницi, не вся премiя йде на виплату стра-

хової компенсацiї. Певна її частина залишається у компанiї.

Властивiсть невiд’ємностi страхової надбавки очевидно виконується

для нетто принципу, принципу математичного сподiвання, принци-

пу дисперсiї та принципу середньоквадратичного вiдхилення та прин-

ципу максимальних збиткiв.

Властивiсть виконується також для експоненцiйного принципу. Дiй-

сно, використовуючи нерiвнiсть Єнсена для опуклої вниз функцiї, ма-

ємо

πексп.(α)[X] =
1

α
log(E[eαX ]) ≥ 1

α
log(eαE[X]) = E[X].

Дослiдемо дану властивiсть для принципу Есшера . Згiдно твердже-

ння 2.2, маємо, що якщо для деякого ризику X виконується нерiвнiсть

α∗[X] > 0, то премiя Есшера для ризику X є неспадною функцiєю па-

раметра α для α ∈ [0, α∗[X]). Крiм того, для будь-якого ризику X,

у випадку α = 0, премiя Есшера еквiвалентна нетто премiї. Отже, у

випадку α∗[X] > 0, премiя Есшера володiє властивiстю невiд’ємностi
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страхової надбавки для α ∈ [0, α∗[X]). Звернемо увагу на те, що у

випадку невiд’ємного обмеженого зверху ризику X, тобто такого, що

ess inf[X] ≥ 0 та ess sup[X] < +∞, (розгляду саме таких X достатньо

для бiльшостi практичних застосувань) α∗[X] приймає значення +∞.

Тобто, у випадку невiд’ємного та обмежкного зверху ризику X пре-

мiя Есшера для ризику X володiє властивiстю невiд’ємностi страхової

надбавки для всiх α ≥ 0.

У випадку невiд’ємного ризику X, для ρ ≥ 1 маємо

E[X] =

∫ ∞

0

[1− FX(x)]dx ≤
∫ ∞

0

[1− FX(x)]
1/ρdx = πвiд.риз.(ρ)[X],

тобто, принцип вiдрегульований ризиком пiдрахунку вартостi страхо-

вих контрактiв також володiє властивiстю невiд’ємностi страхової на-

дбавки.

Покажемо тепер, що квантiльний принцип не володiє властивiстю

невiд’ємностi страхової надбавки. Для цього розглянемо ризик X, що

приймає значення a1 та a2 (вважатимемо, що a1 < a2) з ненульовими

ймовiрностями p1 та p2 вiдповiдно. Виберемо ε так, що ε > p2, тодi

E[X] = p1a1 + p2a2 > p1a1 + p2a1 = a1 = πквант.(ε)[X],

тобто, властивiсть не виконується для квантiльного принципу.

Оскiльки для зростаючої опуклої вгору функцiї g : [0, 1] → [0, 1]

виконується нерiвнiсь g(y) ≥ y для всiх y ∈ [0, 1], то для будь-якого

невiд’ємного ризику X, маємо

πВанг[X] =

∫ ∞

0

g(1− FX(x))dx ≥
∫ ∞

0

[1− FX(x)]dx = E[X],

тобто, властивiсть виконується для принципу Ванга.

Комбiнуючи рiвняння (2.22) з нерiвнiстю Єнсена v(E[X]) ≤ E[v(X)],

ми робимо висновок, що властивiсть невiд’ємностi страхової надбавки

виконується для принципу середнього значення.

Застосувавши нерiвнiсть Єнсена для опуклої вгору функцiї, з рiв-
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няння (2.25) отримуємо

U(W ) ≤ U(W + πе.к.с.[X]− E[X]). (3.3)

Так як U ′(·) > 0, то з нерiвностi (3.3) слiдує πе.к.с.[X] ≥ E[X]. Тобто,

властивiсть виконується для принципу еквiвалентної/нульової кори-

сностi страховика.

Застосувавши нерiвнiсть Єнсена для опуклої вгору функцiї, з рiв-

няння (2.23) отримуємо

u(ω − πе.к.к.[X]) ≤ u(ω − E[X]). (3.4)

Так як функцiя u′(·) > 0, то з нерiвностi (3.4) слiдує πе.к.к.[X] ≥ E[X].

Тобто, властивiсть також виконується для принципу еквiвалентної/

нульової корисностi клiєнта.

Наступною природною властивiстю принципiв пiдрахунку премiй є

властивiсть адитивностi.

Адитивнiсть. Говоритимемо, що принцип пiдрахунку вартостi стра-

хових контрактiв володiє властивiстю адитивностi (en: additivity

property), якщо для будь-яких двох допустимих незалежних ризикiв

X1 та X2 виконується рiвнiсть π[X1 +X2] = π[X1] + π[X2].

Властивiсть адитивностi очевидно виконується для нетто принци-

пу, принципу математичного сподiвання, дисперсного принципу i не

виконується для принципу середньоквадратичного вiдхилення.

Властивiсть виконується також для принципу максимальних зби-

ткiв. Дiйсно, якщо для двох незалежних ризикiв X1 та X2 виконую-

ться рiвностi ess sup[Xi] = +∞, для i = 1, 2, то ess sup[X1+X2] = +∞,

тобто, властивiсть виконується. Якщо ж хоча б для одного з них, ска-
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жiмо для X2, має мiсце нерiвнiсть ess sup[X2] < +∞, то

πмакс.зб.[X1 +X2] = sup{x : FX1
(x− ess sup[X2]) < 1}

= sup{σ + ess sup[X2] : FX1
(σ) < 1}

= sup{σ : FX1
(σ) < 1}+ ess sup[X2]

= πмакс.зб.[X1] + πмакс.зб.[X2].

Очевидно також, що властивiсть адитивностi виконується для екс-

поненцiйного принципу та принципу Есшера.

Покажемо, що дана властивiсть, взагалi кажучи, не виконується

для принципу вiдрегульованого ризиком Розглянемо ризикX1, що прий-

має значення 0 та a1 з ймовiрностями 1/2 та 1/2 та незалежний по

вiдношенню до нього ризик X2, що приймає значення 0 та a2 з ймо-

вiрностями 1/2 та 1/2. Вважатимемо також, що a1 < a2. Тодi ризик

X1 +X2 прийматиме значення 0, a1, a2, a1 + a2 з ймовiрностями 1/4,

1/4, 1/4, 1/4. Оберемо ρ = 2, тодi πвiд.риз.(2)[Xi] = ai/
√
2 для i = 1, 2.

З iншого боку, для ризику X1 +X2 маємо

πвiд.риз.(2)[X1 +X2] =
a1(

√
3−

√
2 + 1)

2
+

a2√
2

̸= πвiд.риз.(2)[X1] + πвiд.риз.(2)[X2].

Дану властивiсть не має також квантiльний принцип. Дiйсно роз-

глянемо ризик X1, що прийматиме значення 0 та a1 > 0 з ймовiрно-

стями 1/2 та 1/2 та незалежний з ним ризик X2, що прийматиме зна-

чення 0 та a2 > 0 з ймовiрностями 1/2 та 1/2. Вважатимемо також,

що a1 < a2. Тодi ризик X1+X2 прийматиме значення 0, a1, a2, a1+a2 з

ймовiрностями 1/4, 1/4, 1/4, 1/4. Оберемо ε таким, що 1/4 < ε ≤ 1/2,

тодi

πквант.(ε)[Xi] = inf{δ : FXi
(δ) > 1− ε} = ai, для i = 1, 2,
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з iншого боку, для ризику X1 +X2 маємо

πквант.(ε)[X1 +X2] = inf{δ : FX1+X2
(δ) > 1− ε} = a2

̸= πквант.(ε)[X1] + πквант.(ε)[X2].

З невиконання властивостi адитивностi для принципу вiдрегульова-

ного ризиком слiдує, що властивiсть адитивностi взагалi кажучи не

виконується також i для принципу Ванга.

Для того щоб показати, що принцип середнього значення, взага-

лi кажучи, не володiє властивiстю адитивностi, достатньо розглянути

випадок у якому є два незалежних, однаково розподiлених ризики X1

та X2, що приймають значення 0 та 1 з ймовiрностями 1/2 та 1/2 та

функцiю v(x) = (x+ 1)2, означену для x > −1.

Для демонстрацiї того, що властивiсть адитивностi взагалi кажу-

чи не виконується для принципу еквiвалентної/нульової корисностi

страховика/клiєнта достатньо розглянути два незалежнi однаково роз-

подiленi ризики X1 та X2, що приймають значення 0 та 1 з ймовiрно-

стями 1/2 та 1/2, а також функцiї корисностi U(x) = u(x) = −(5−x)2.
Мультиплiкативна iнварiантнiсть. Говоритимемо, що метод пiд-

рахунку вартостi страхових контрактiв володiє властивiстю мульти-

плiкативної iнварiантностi (en: scale invariance property), якщо для

будь-якого допустимого ризику X та будь-якої додатної дiйсної кон-

станти Θ виконується рiвнiсть π[ΘX] = Θπ[X].

Легко бачити, що властивiсть мультиплiкативної iнварiантностi ви-

конується для нетто принципу, принципу математичного сподiва-

ння та принципу середньоквадратичного вiдхилення i не виконується

для дисперсного принципу.

Властивiсть виконується для принципу максимальних збиткiв, бо

πмакс.зб.[ΘX] = sup{δ : FΘX(δ) < 1} = sup{Θσ : FX(σ) < 1}

= Θ · sup{σ : FX(σ) = 1} = Θπмакс.зб.[X].
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Для того щоб показати, що властивiсть не виконується для експо-

ненцiйного принципу, розглянемо ризик X, що має розподiл Пуасона

з параметром λ. Для такого ризику маємо

E[eαX ] =
∞∑
k=0

eαke−λλ
k

k!
=

∞∑
k=0

e−λ (λe
α)k

k!
= exp(λeα − λ).

Проробивши схожi манiпуляцiї, для довiльного Θ > 0 отримуємо

E[eαΘX ] = exp(λeαΘ − λ).

Звiдси випливає твердження

Мультиплiкативна iнварiантнiсть очевидним чином не виконується

для принципу Есшера.

Однак, ця властивiсть виконується для принципу вiдрегульовано-

го ризиком. Дiйсно, в даному випадку, для будь-якого невiд’ємного

ризику X, та будь-якої позитивної константи Θ, отримуємо

πвiд.риз.(ρ)[ΘX] =

∫ +∞

0

[1− FΘX(x)]
1/ρdx =

∫ +∞

0

[1− FX(x/Θ)]1/ρdx

= Θ

∫ +∞

0

[1− FX(x/Θ)]1/ρd
( x
Θ

)
= Θ πвiд.риз.(ρ)[X].

Аналогiчними мiркуваннями можна показати, що мультиплiкативна

iнварiантнiсть має мiсце також i для принципу Ванга.

Покажемо, що властивiсть виконується для квантiльного принци-

пу. Дiйсно, будь-якого ризику X та будь-якого ε ∈ (0, 1], отримуємо

πквант.(ε)[ΘX] = inf {δ : FΘX(δ) > 1− ε} = inf {Θσ : FX(σ) > 1− ε}

= Θ · inf {σ : FX(σ) > 1− ε} = Θ · πквант.(ε)[X].

Властивiсть мультиплiкативної iнварiантностi взагалi кажучи не ви-

конується для принципу еквiвалентної/нульової корисностi страхо-

вика/клiєнта, а також принципу середнього значення, бо згадана вла-

стивiсть не виконується для експоненцiйного принципу який є частко-

вим випадком щойно згаданих принципiв.
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Конзистентнiсть. Говоритимемо, що метод пiдрахунку вартостi

страхових контрактiв володiє властивiстю конзистентностi (en: con-

sistency property), якщо для будь-якого допустимого ризикуX та будь-

якої константи c ∈ R або R+ має мiсце рiвнiсть π[c+X] = c+ π[X].

Ця властивiсть має очевидний страховий змiст: збiльшення ризику

на c одиниць веде до автоматичного збiльшення на c одиниць премiї.

Легко бачити, що властивiсть конзистентностi виконується для нет-

то принципу, дисперсного принципу, принципу середньоквадратично-

го вiдхилення та принципу максимальних збиткiв i не виконується

для принципу математичного сподiвання.

Покажемо, що властивiсть конзистентностi виконується для експо-

ненцiйного принципу. Дiйсно, в даному випадку маємо

πексп.(α)[c+X] =
1

α
log(E[eα(c+X)]) =

1

α
log(eαc) +

1

α
log(E[eαX ])

= c+
1

α
log(E[eαX ]) = c+ πексп.(α)[X].

Аналогiчно можна показати виконання даної властивостi для прин-

ципу Есшера

Покажемо, що властивiсть виконується для принципу вiдрегульова-

ного ризиком. Дiйсно, в даному випадку для будь-якого невiд’ємного

ризику X та довiльної сталої c ∈ R+, маємо

πвiд.риз.(ρ)[c+X] =

∫ c

0

dx+

∫ +∞

c

[1− FX(x− c)]1/ρd(x− c)

= c+

∫ +∞

0

[1− FX(x)]
1/ρdx = c+ πвiд.риз.(ρ)[X].

Дана властивiсть виконується для квантiльного принципу, бо

πквант.(ε)[c+X] = inf {δ : Fc+X(δ) > 1− ε}

= inf {σ + c : FX(σ) > 1− ε}

= c+ inf {σ : FX(σ) > 1− ε} = c+ πквант.(ε)[X].
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Конзистентнiсть виконується також i для принципу Ванга, адже

πВанг[c+X] =

∫ c

0

dx+

∫ +∞

c

g(1− FX(x− c))d(x− c)

= c+

∫ +∞

0

g(1− FX(x))dx = c+ πВанг[X].

Але принцип середнього значення, взагалi кажучи, не володiє вла-

стивiстю конзистентностi. Для демонстрацiї цього факту достатньо

розглянути ризик X, що приймає значення 1 та 2 з ймовiрностями

1/2 та 1/2 i функцiю v(x) = x2, означену для x > 0, та взявши c = 1.

Оскiльки для будь-якого ризикуX, будь-якої константи c ∈ R, будь-

якої допустимої U(·) та W ≥ 0 справедливi тотожностi

U(W ) = E[U(W +(πе.к.с.[c+X]− c)−X)] = E[U(W +πе.к.с.[X]−X)]

то з урахуванням U ′(·) > 0, маємо

πе.к.с.[c+X]− c = πе.к.с.[X], або πе.к.с.[c+X] = πе.к.с.[X] + с,

тобто, властивiсть конзистентностi виконується для принципу еквiва-

лентної/нульової корисностi страховика.

Для демонстрацiї того, що властивiсть конзистентностi взагалi ка-

жучи не виконується для принципу еквiвалентної/нульової корисностi

клiєнта, достатньо розглянути ризик X, що приймає значення 0 та 1

з ймовiрностями 1/2 та 1/2 i функцiю корисностi u(x) = −(5 − x)2

поклавши при цьому c = 1.

Вiдсутнiсть грабування. Говоритимемо, що метод пiдрахунку вар-

тостi страхових контрактiв володiє властивiстю вiдсутностi грабува-

ння (en: no rip-off property), якщо для будь-якого допустимого ризику

X має мiсце нерiвнiсть π[X] ≤ ess sup[X], тобто, отримана премiя не

перевищує iстотного супремуму розмiру страхової компенсацiї.

Властивiсть очевидно виконується для нетто принцип.

Для демонстрацiї того, що властивiсть вiдстутностi грабування

не виконується для принципу математичного сподiвання, достатньо
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розглянути довiльний невiд’ємний вироджений ризик.

Для доведення того, що властивiсть не виконується для дисперсно-

го принципу та принципу середньоквадратично вiдхилення, розгляне-

мо ризик X, що приймає лише два значення, а саме 1 та 2 з ймовiрно-

стями 1/2 та 1/2. В даному випадку маємо

πдисп.(α)[X] =
3

2
+
α

4
> ess sup[X] = 2, для α > 2,

πс.к.в.(α)[X] =
3

2
+
α

2
> ess sup[X] = 2, для α > 1.

Властивiсть вiдсутностi грабування виконується для принципу ма-

ксимальних збиткiв, експоненцiйного принципу, принципу Есшера,

принципу вiдрегульованого ризиком, квантiльного принципу, принци-

пу Ванга, принципу середнього значення, адже

πмакс.зб.[X]
def
= sup{δ : FX(δ) < 1} def

= ess sup[X].

πексп.(α)[X] =
1

α
log(E[eαX ]) ≤ 1

α
log(E[eα(ess sup[X])]) = ess sup[X],

πЕсшер(α)[X] =
E
[
XeαX

]
E [eαX ]

≤
ess sup[X]E

[
eαX
]

E [eαX ]
= ess sup[X],

πвiд.риз.(ρ)[X] =

∫ ess sup[X]

0

[1− FX(x)]
1/ρdx ≤

∫ ess sup[X]

0

dx = ess sup[X],

πквант.(ε)[X] = inf{δ : FX(δ) > 1− ε}

≤ sup{δ : FX(δ) < 1} def
= ess sup[X],

πВанг[X] =

∫ ess sup[X]

0

g(1− FX(x))dx ≤
∫ ess sup[X]

0

dx = ess sup[X],

πс.з.[X] = v−1(E[v(X)]) ≤ v−1(E[v(ess sup[X])]) = ess sup[X].

З рiвняння (2.25) врахувавши строгу монотоннiсть функцiї U(·),
отримуємо U(W ) ≥ U(W + πе.к.с.[X] − ess sup[X]). Звiдки випливає,

що πе.к.с.[X] ≤ ess sup[X], тобто, властивiсть вiдсутностi грабування

виконується для принципу еквiвалентної/нульової корисностi стра-

ховика.
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В свою чергу, з рiвняння (2.23) врахувавши монотоннiсть функцiї

u(·), отримуємо u(ω − πе.к.к.[X]) ≥ u(ω − ess sup[X]). З отриманої не-

рiвностi випливає πе.к.к.[X] ≤ ess sup[X], тобто, властивiсть вiдсутностi

грабування виконується також для принципу еквiвалентної/нульової

корисностi клiєнта.

Iтеративнiсть. Говоритимемо, що метод пiдрахунку вартостi стра-

хових контрактiв володiє властивiстю iтеративностi (en: iterativity

property), якщо для будь-яких двох допустимих ризикiв X та Y вико-

нується рiвнiсть π [π[X|Y ]] = π[X].

Завдяки iтеративностi математичного сподiвання, властивiсть iте-

ративностi виконується для нетто принципу.

Таблиця 3.1

Iлюстративний приклад
X = 1 X = 2

Y = 3 1/4 1/4

Y = 4 1/4 1/4

Для того щоб показати, що властивiсть iтеративностi не виконуєть-

ся для принципу математичного сподiвання, використаємо данi з таб-

лицi 3.1. Порахувавши звичайну та повторну премiю математичного

сподiвання, бачимо, що

πм.с.(α)[πм.с.(α)[X|Y ]] =
3

2
(1 + α)2 ̸= 3

2
(1 + α) = πм.с.(α)[X].

Для iлюстрацiї невиконання властивостi для дисперсного принципу,

використаємо данi з таблицi 3.2. В даному випадку маємо

πдисп.(α)[πдисп.(α)[X|Y ]] =
4

3
+
2α

9
+
2α2

27
+
α3

81
̸= 4

3
+
2α

9
= πдисп.(α)[X].

Використаємо той же самий вибiр величин X та Y з таблицi 3.2, для

того щоб показати, що властивiсть iтеративностi не виконується для
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Таблиця 3.2

Iлюстративний приклад
X = 1 X = 2

Y = 3 1/6 1/3

Y = 4 1/2 0

принципу середньоквадратичного вiдхилення.

πс.к.в.(α)[πс.к.в.(α)[X|Y ]] =
4

3
+
(2 +

√
2)α

6
+
α2

3
√
2

̸= 4

3
+

√
2α

3
= πс.к.в.(α)[X].

Однак дана властивiсть виконується для принципу максимальних

збиткiв, бо

πмакс.зб.[πмакс.зб.[X|Y ]] = sup{δ : Fπмакс.зб.[X|Y ](δ) < 1}

= sup{δ : FX(δ) < 1} = πмакс.зб.[X].

Покажемо, що властивiсть iтеративностi виконується для експонен-

цiйного принципу

πексп.(α)[πексп.(α)[X|Y ]] =
1

α
log E[eαπексп.(α)[X|Y ]]

=
1

α
log E[exp(α

1

α
log E[eαX |Y ])]

=
1

α
log E[E[eαX |Y ]] =

1

α
log E[eαX ] = πексп.(α)[X].

Для того щоб показати, що властивiсть iтеративностi не виконуєть-

ся для принципу Есшера, використаємо розподiл з таблицi 3.2. Маємо

E
[
πЕсшер(α)[X|Y ]eαπЕсшер(α)[X|Y ]

]
=

1

2
· 1 + 4eα

1 + 2eα
· eα

1+4eα

1+2eα +
1

2
· 1 · eα,

E
[
eαπЕсшер(α)[X|Y ]

]
=

1

2
· eα

1+4eα

1+2eα +
1

2
· eα,

тобто, повторна премiя Есшера в даному випадку рiвна

πЕсшер(α)[πЕсшер(α)[X|Y ]] =
E
[
πЕсшер(α)[X|Y ]eαπЕсшер(α)[X|Y ]

]
E
[
eαπЕсшер(α)[X|Y ]

]
̸= πЕсшер(α)[X] =

1 + 4eα

1 + 2eα
.
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Для iлюстрацiї того, що принцип вiдрегульований ризиком не воло-

дiє властивiстю iтеративностi, використаємо данi з таблицi 3.3 поклав-

ши при цьому ρ = 2.

Таблиця 3.3

Iлюстративний приклад
X = 1 X = 2

Y = 3 1/6 1/9

Y = 4 1/2 2/9

πвiд.риз.(2)[πвiд.риз.(2)[X|Y ]] = 1 +
√
4/13 + (

√
2/5−

√
4/13) ·

√
5/18

̸= 1 +
√
1/3 = πвiд.риз.(2)[X].

Для того щоб показати, що властивiсть iтеративностi не виконуєть-

ся для квантiльного принципу, розглянемо наступний контрприклад.

Припустимо, що випадкова величина Y рiвномiрно розподiлена на вiд-

рiзку [0, 1], а величина X|Y рiвномiрно розподiлена на вiдрiзку [0, Y ].

Випадкова величина X|Y має наступну умовну функцiю розподiлу

FX|Y=y(x) = P{X ≤ x|Y = y} =


1 для x ≥ y,

x
y для 0 ≤ x < y,

0 для x < 0.

Але

FX(x) =

∫ +∞

−∞
FX|Y=y(x)dFY (y) =

=

∫ 1

0

FX|Y=y(x)dFY (y) =

∫ 1

0

FX|Y=y(x)dy.

Оскiльки FX|Y=y(x) = 0, при x < 0, для всiх y ∈ [0, 1], то, отримуємо

FX(x) =

∫ 1

0

FX|Y=y(x)dy = 0, при x < 0.
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Аналогiчно, оскiльки FX|Y=y(x) = 1, при x ≥ 1, для всiх y ∈ [0, 1], то

FX(x) =

∫ 1

0

FX|Y=y(x)dy = 1, при x ≥ 1.

Знайдемо тепер значення функцiї розподiлу FX(x) в точках x ∈ [0, 1).

Врахувавши, що

FX|Y=y(x) =


1 для y ≤ x,

x
y для y > x,

для y ∈ [0, 1],

то, для x ∈ [0, 1), отримуємо

FX(x) =

∫ 1

0

FX|Y=y(x)dy = 1 · x+
∫ 1

x

x

y
dy = x+ x log(y)|1y=x

= x+ x log(1)− x log(x) = x− x log(x).

Тодi, для будь-якого ε ∈ (0, 1],

πквант.(ε)[X|Y ] = inf{δ : FX|Y (δ) > 1− ε}

= inf

{
δ :

δ

Y
> 1− ε

}
= (1− ε)Y.

Випадкова величина (1− ε)Y має наступну функцiю розподiлу

F(1−ε)Y (y) = FY (y/(1− ε)) ,

тому, повторна квантiльна премiя має наступний вигляд

πквант.(ε)[πквант.(ε)[X|Y ]] = inf {δ : FY (δ/(1− ε)) > 1− ε}

= inf

{
δ :

δ

1− ε
> 1− ε

}
= (1− ε)2.

Використавши отримане представлення для функцiї розподiлу ве-

личини X, обчислюємо безумовну квантiльну премiю для ризику X

πквант.(ε)[X] = inf{δ : FX(δ) > 1− ε}

= inf{δ : δ − δ log(δ) > 1− ε},

так як δ = (1− ε)2 не є розв’язком рiвняння δ − δ log(δ) = 1− ε, то

πквант.(ε)[πквант.(ε)[X|Y ]] ̸= πквант.(ε)[X],
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тобто, квантiльний принцип не володiє властивiстю iтеративностi.

З невиконання властивостi iтеративностi для принципу вiдрегульо-

ваного ризиком випливає також її невиконання для принципу Ванга.

Разом з тим властивiсть iтеративностi виконується для принципу

середнього значення. Дiйсно, в даному випадку маємо

πс.з.[πс.з.[X|Y ]] = v−1(E[v(πс.з.[X|Y ])]) = v−1(E[E[v(X|Y )]])

= v−1(E[E[v(X)|Y ]]) = v−1(E[v(X)]) = πс.з.[X].

Для того щоб продемонструвати, що принцип нульової корисностi

страховика, а як наслiдок, i принцип еквiвалентної корисностi стра-

ховика взагалi кажучи не володiють властивiстю iтеративностi, вико-

ристаємо данi з Таблицi 2.2 та оберемо U(x) = −(3 − x)2. Неважко

бачити, що в даному випадку повторна премiя нульової корисностi

страховика знаходится з рiвняння

−9 = −

(
3− P− +

14−
√
79

3

)2

· 1
2
− (3− P− + 1) · 1

2

розв’язком якого не є πн.к.с.[X] = (13−
√
79)/3, тобто, властивiсть iте-

ративностi, взагалi кажучи, не виконується для принципiв корисностi

страховика.

Покажемо, що властивiсть iтеративностi виконується для принципу

еквiвалентної корисностi клiєнта, а як наслiдок, i для принципу ну-

льової корисностi клiєнта. Дiйсно, в даному випадку, для будь-яких

двох ризикiв X та Y , будь-якого початкового капiталу клiєнта ω та

будь-якої допустимої функцiї корисностi клiєнта u(x), отримуємо

πе.к.к.[πе.к.к.[X|Y ]] = −u−1(E[u(ω − πе.к.к.[X|Y ])]) + ω

= −u−1(E[u(ω + u−1(E[u(ω −X)|Y ])− ω)]) + ω

= −u−1(E[E[u(ω −X)|Y ]]) + ω

= −u−1(E[u(ω −X)]) + ω = πе.к.к.[X].
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3.2. Характеризацiйнi теореми

В цьому пiдроздiлi ми приведемо характеризацiйнi теореми для де-

кiлькох принципiв пiдрахунку вартостi страхових контрактiв, озна-

чених з використанням допомiжних функцiй. Представленi теореми

стосуються властивостей адитивностi, конзистентностi, iтеративностi

i мультиплiкативної iнварiантностi та покривають принцип середньо-

го значення, принцип еквiвалентної/нульової корисностi страховика та

принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта.

Декiлька разiв в межах доведення теорем, ми розглядатимемо бер-

нулiвську випадкову величину X, яка приймає значення t (тут t — це

ненульовий дiйсний параметр) та 0 з ймовiрностями p та 1 − p вiдпо-

вiдно. Будучи випадковою функцiєю параметрiв p та t, ризик X в ме-

жах даного пiдроздiлу позначатиметьсяX t
p. Для доведення тверджень,

що стосуються властивостi адитивностi, нам знадобиться бернулiвська

випадкова величина Y , незалежна по вiдношенню до ризику X t
p, яка

прийматиме значення h (тут h — це ненульовий дiйсний параметр) та

0 з ймовiрностями q та 1 − q вiдповiдно. Як випадкова функцiя па-

раметрiв h та q величина Y позначатиметься як Y h
q . Крiм цього, для

доведення тверджень, що стосуються лише строго позитивних ризикiв

нам знадобиться бернулiвська випадкова величина Xε
p , яка приймати-

ме значення ε > 0 та 1 з ймовiрностями p та 1− p вiдповiдно.

3.2.1. Принцип середнього значення

В цьому параграфi представлено характеризацiйнi теореми для зга-

даних вище чотирьох властивостей якими може володiти або не воло-

дiти принцип середнього значення.

Звернемо увагу на те, що принцип середнього значення є iнварi-

антним по вiдношенню до лiнiйних перетворень функцiї v(x), тобто,
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принцип, що базується на функцiї v(x) та принцип, що базується на

функцiї v̄(x) := l1v(x)+l2, для l1 > 0, породжуватимуть iдентичнi пре-

мiї. Тут умова l1 > 0 накладається з метою збереження припущення

додатностi першої похiдної функцiї v̄(x).

З метою спрощення обчислень в процесi пошуку необхiдних та до-

статнiх умов володiння властивостями адитивностi та конзистентностi,

ми спочатку отримуватимемо всi допустимi представлення у випадку

коли вiдповiдна властивiсть виконується для нормованої функцiї

v̄(x) := l1v(x) + l2 де l1 = 1/v′(0) та l2 = −v(0)/v′(0), (3.5)

а потiм повертатимемося до вихiдної функцiї v(x).

Звернемо також увагу на те, що щойно означена нормована допомi-

жна функцiя v̄(x) задовольняє наступнi граничнi умови

v̄(0) = 0, v̄′(0) = 1, та v̄′′(0) = κ, (3.6)

для деякої дiйсної константи κ ≥ 0.

З метою уникнення повторiв у текстi, нам потрiбнi будуть наступнi

двi леми.

Лема 3.1. (a) Принцип середнього значення, що базується на фун-

кцiї v(x) = ax + b, для a > 0, еквiвалентний нетто принципу.

(b) Принцип середнього значення, що базується на функцiї v(x) =

αeβx + γ, для min[α, β] > 0, еквiвалентний експоненцiйному принци-

пу з параметром β.

В справедливостi обох тверджень леми 3.1 легко переконатися за

допомогою безпосередньої перевiрки.

Лема 3.2. Принцип середнього значення для бернулiвського ризику

X t
p задовольняє наступнi тотожностi:

(a) πс.з.[X
t
0] = 0; (b)

∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

=
v(t)− v(0)

v′(0)
;
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(c)
∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= v̄(t); (d)
∂2

(∂p)2
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= −κ v̄2(t).

Доведення. Вихiдне рiвняння (2.22) для бернулiвського ризику X t
p на-

буватиме наступного вигляду

v(πс.з.[X
t
p]) = pv(t) + (1− p)v(0). (3.7)

Пiдставивши p = 0 в (3.7), отримуємо

v(πс.з.[X
t
0]) = v(0). (3.8)

Оскiльки v′(·) > 0, то з рiвняння (3.8) слiдує тотожнiсть (a) леми 3.2

πс.з.[X
t
0] = 0. (3.9)

Диференцiюючи (3.7) по p, отримаємо

v′(πс.з.[X
t
p]) ·

∂

∂p
πс.з.[X

t
p] = v(t)− v(0). (3.10)

Пiдставляючи значення p = 0 в (3.10) отримуємо

v′(πс.з.[X
t
0]) ·

(
∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

)
= v(t)− v(0). (3.11)

Оскiльки v(·) є строго зростаючою, то v′(0) > 0. Тому, взявши до уваги

тотожнiсть (3.9) з (3.11) отримуємо тотожнiсть (b) леми 3.2
∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

=
v(t)− v(0)

v′(0)
. (3.12)

Тодi з (3.12) та (3.6) вмпливає тотожнiсть (с) леми 3.2
∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= v̄(t). (3.13)

Продиференцiювавши (3.10) по p, отримуємо

v′′(πс.з.[X
t
p]) ·

(
∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

)2

+ v′(πс.з.[X
t
p]) ·

∂2

(∂p)2
πс.з.[X

t
p] = 0. (3.14)

Iз рiвняння (3.14), при p = 0, з використанням (3.9) та (3.13), а також

граничних умов (3.6) отримуємо тотожнiсть (d) леми 3.2
∂2

(∂p)2
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= −κ v̄2(t). (3.15)

Це завершує доведення леми 3.2
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Наступна теорема дає необхiднi та достатнi умови володiння вла-

стивiстю адитивностi принципом середнього значення.

Теорема 3.1. Принцип середнього значення володiє властивiстю ади-

тивностi тодi й лише тодi, коли v(x) = ax + b, для a > 0, або

v(x) = αeβx+ γ, для min[α, β] > 0, тобто, лише у випадках, коли вiн

спiвпадає або з нетто принципом, або з експоненцiйним принципом.

Зауважимо, що клас функцiй v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0,

мiстить в собi, зокрема, всi функцiї виду v(x) = τx, для деякої дiйсної

сталої τ > 1.

Доведення. Почнемо з доведення твердження достатностi. У випадку

v(x) = ax + b, при a > 0, для будь-яких двох незалежних ризикiв X1

та X2, з рiвняння (2.22) випливає

aπс.з.[X1 +X2] + b = E[a(X1 +X2) + b],

тобто, використовуючи твердження (a) леми 3.1, отримуємо

πс.з.[X1 +X2] = E[X1] + E[X2] = πс.з.[X1] + πс.з.[X2].

Отже, у лiнiйному випадку достатнiсть доведена.

Розглянемо випадок v(x) = αeβx + γ, при min[α, β] > 0. В даному

випадку для будь-яких двох незалежних ризикiв X1 та X2 з рiвняння

(2.22) отримуємо

α exp(β πс.з.[X1 +X2]) + γ = E[α exp(βX1 + βX2) + γ]

= αE[eβX1]E[eβX2] + γ,

тобто, використавши тотожнiсть (b) леми 3.1, маємо

πс.з.[X1+X2] =
1

β
log(E[eβ X1]) +

1

β
log(E[eβ X2]) = πс.з.[X1] + πс.з.[X2],

що доводить достатнiсть i в цьому випадку.
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Оскiльки структури ризикiв Y h
q та X t

p подiбнi, то використовуючи

твердження (a) та (c) леми 3.2, отримаємо

πс.з.[Y
h
0 ] = 0, та

∂

∂q
πс.з.[Y

h
q ]

∣∣∣∣
q=0

= v̄(h). (3.16)

Легко бачити, що ризик X t
p+Y

h
q прийматиме значення t+h, t, h, та

0 з ймовiрностями p q, p (1− q), (1− p)q, та (1− p)(1− q) вiдповiдно.

У випадку адитивного принципу середнього значення повинна ви-

конуватися наступна тотожнiсть

πс.з.[X
t
p + Y h

q ] = πс.з.[X
t
p] + πс.з.[Y

h
q ],

отже, вихiдне рiвняння (2.22) для ризику X t
p + Y h

q , що базується на

нормованiй функцiї v̄(x), з урахуванням граничної умови v̄(0) = 0,

матиме наступний вигляд

v̄(πс.з.[X
t
p]+πс.з.[Y

h
q ]) = v̄(t+h)pq+ v̄(t)p(1−q)+ v̄(h)(1−p)q. (3.17)

Диференцiюючи (3.17) по p, отримаємо

v̄′(πс.з.[X
t
p]+πс.з.[Y

h
q ])·

∂

∂p
πс.з.[X

t
p] = v̄(t+h)q+v̄(t)(1−q)−v̄(h)q. (3.18)

Продиференцiювавши потiм (3.18) по q, матимемо

v̄′′(πс.з.[X
t
p] + πс.з.[Y

h
q ]) ·

∂

∂p
πс.з.[X

t
p] ·

∂

∂q
πс.з.[Y

h
q ] =

v̄(t+ h)− v̄(t)− v̄(h).

(3.19)

Пiдставивши p = q = 0 в рiвняння (3.19) i використавши тотожностi

(3.9), (3.13), та (3.16), а також граничну умову v̄′′(0) = κ, отримуємо

рiвняння, яке нормована функцiя v̄(·) повинна задовольняти у випадку

адитивного принципу середнього значення, а саме

κ v̄(t)v̄(h) = v̄(t+ h)− v̄(t)− v̄(h). (3.20)

Для розв’язування рiвняння (3.20), розглядатимемо окремо випадки

κ = 0 та κ > 0.
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У випадку κ = 0 матимемо

v̄(t+ h) = v̄(t) + v̄(h). (3.21)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра h з обох сто-

рiн рiвняння (3.21), отримуємо

v̄′(t+ h) = v̄′(h). (3.22)

Звiдси, з використанням (3.6), отримуємо

v̄′(t) = 1. (3.23)

Параметр t приймав значення з R\{0}, проте, завдяки неперервно-

стi (бо функцiя v̄(·) є двiчi диференцiйовною) функцiї v̄′(·), рiвняння

(3.23) можна переписати в термiнах вихiдного параметра x ∈ R.

Комбiнуючи рiвняння (3.23) з граничною умовою v̄(0) = 0 маємо

v̄(x) = x. (3.24)

Звiдси, з урахуванням (3.5) матимемо v(x) = v′(0)x+ v(0) або

v(x) = ax+ b

з деякими дiйсними сталими a та b. Умова монотонностi v′(0) > 0

дає додаткове обмеження для параметра a: параметр a повинен бути

строго позитивною константою.

Нехай тепер κ > 0. Продиференцiювавши послiдовно тотожнiсть

(3.20) по t i h, отримаємо

v̄′′(t+ h) = κ v̄′(t)v̄′(h). (3.25)

Перейшовши до границi при h прямуючому до нуля у (3.25), та вико-

риставши граничну умову v̄′(0) = 1, отримуємо

v̄′′(t) = κ v̄′(t). (3.26)

З рiвняння (3.26), використавши граничнi умови v̄(0) = 0 та v̄′(0) =

1, ми отримуємо допустиме представлення для нормованої функцiї v̄(·)
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у випадку v̄′′(0) > 0. Параметр t приймав значення в R \ {0}, проте,

завдяки неперервностi, ми можемо представити функцiю v̄(·) в термi-

нах вихiдного параметра x ∈ R

v̄(x) =
eκx − 1

κ
. (3.27)

Беручи до уваги те, що v̄′′(0) = κ, використавши представлення (3.27),

та перехiдну тотожнiсть (3.5), ми отримуємо вiдповiдне допустиме

представлення для вихiдної функцiї v(x), а саме

v(x) =
v′(0)

v̄′′(0)
ev̄

′′(0)x − v′(0)

v̄′′(0)
+ v(0). (3.28)

З представлення (3.28) випливає, що у випадку v̄′′(0) > 0 функцiя v(x)

має бути функцiєю виду

v(x) = αeβx + γ

з деякими дiйсними сталими α, β, та γ. Умови v′(0) > 0 та v̄′′(0) > 0 по-

требують додаткових обмежень для параметрiв α та β: обидва параме-

три мусять бути позитивними сталими, або, що те саме, min[α, β] > 0.

Теорема 3.1 доведена.

Зауваження 3.1. Користуючись простою технiкою вiд противного,

доведення теореми 3.1 може бути використане для демонстрацiї того,

що випадок v(x) = ax+ b, для a > 0, є єдиним випадком спiвпадання

принципу середнього значення з нетто принципом, а випадок v(x) =

αeβx+ γ, для min[α, β] > 0, є єдиним випадком спiвпадання принципу

середнього значення з експоненцiйним принципом.

Наступна теорема дає необхiднi та достатнi умови володiння вла-

стивiстю конзистентностi принципом середнього значення.

Теорема 3.2. Принцип середнього значення володiє властивiстю кон-

зистентностi тодi й лише тодi, коли v(x) = ax + b, для a > 0, чи

v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0, тобто, лише у випадках, коли вiн

спiвпадає або з нетто принципом або з експоненцiйним принципом.
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Доведення. Покажемо спочатку справедливiсть твердження достатно-

стi. Почнемо з випадку лiнiйної функцiї v(v), а саме, v(x) = ax + b,

для a > 0. В даному випадку, для будь-якого ризику X та будь-якої

дiйсної сталої c з рiвняння (2.22) отримуємо

a πс.з.[X + c] + b = E[a(X + c) + b],

отже, використовуючи твердження (a) леми 3.1, маємо

πс.з.[X + c] = E[X] + c = πс.з.[X] + c,

тобто, принцип середнього значення володiє властивiстю конзистен-

тностi у випадку лiнiйної функцiї v(x).

Перейдемо до розгляду випадку v(x) = αeβx+ γ, для min[α, β] > 0.

В даному випадку, для будь-якого ризикуX та довiльної дiйсної сталої

c з рiвняння (2.22) слiдує

α eβ πс.з.[X+c] + γ = E[α eβ(X+c) + γ] = α · E[eβX ] · eβc + γ,

отже, використавши твердження (b) леми 3.1, отримуємо

πс.з.[X + c] =
1

β
log(E[eβX ]) + c = πс.з.[X] + c,

тобто, принцип середнього значення володiє властивiстю конзистен-

тностi також у випадку експоненцiйної функцiї v(x), що й закiнчує

доведення достатностi.

Перейдемо до доведення необхiдностi.

У випадку конзистентного принципу середнього значення для будь-

якого ризику X повинна виконуватися тотожнiсть

πс.з.[X + c] = πс.з.[X] + c, для c ∈ R,

отже, вихiдне рiвняння (2.22), що базується на нормованiй функцiї

v̄(x), яка породжуватиме конзистентний принцип середнього значення,

для ризику X t
p + c матиме наступний вигляд

v̄(πс.з.[X
t
p] + c) = v̄(t+ c) · p+ v̄(c) · (1− p). (3.29)



87

Продиференцiювавши (3.29)по p, матимемо

v̄′(πс.з.[X
t
p] + c) · ∂

∂p
πс.з.[X

t
p] = v̄(t+ c)− v̄(c). (3.30)

Ще одне диференцiювання за параметром p приводить до рiвностi

v̄′′(πс.з.[X
t
p] + c) ·

(
∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

)2

+

v̄′(πс.з.[X
t
p] + c) · ∂2

(∂p)2
πс.з.[X

t
p] = 0

(3.31)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.31) та використавши тотожностi (3.9)

та (3.13), отримуємо

v̄′′(c) · v̄2(t) + v̄′(c) · ∂2

(∂p)2
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= 0. (3.32)

Оскiльки v̄′(x) > 0, то (3.32) можна переписати у виглядi

∂2

(∂p)2
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= − v̄
′′(c) · v̄2(t)
v̄′(c)

. (3.33)

Врахувавши тепер тотожнiсть (d) леми 3.2 з (3.33), отримаємо

−κ v̄2(t) = − v̄
′′(c) · v̄2(t)
v̄′(c)

, (3.34)

або

v̄′′(c) = κv̄′(c), для всiх c ∈ R. (3.35)

Рiвняння (3.35) — це рiвняння, яке нормована функцiя v̄(·) повинна

задовольняти у випадку конзистентного принципу середнього значен-

ня. Розв’язуючи отримане рiвняння, розглядатимемо окремо випадки

κ = 0 та κ > 0.

У випадку κ = 0 рiвняння (3.35) спрощується до наступного

v̄′′(c) = 0. (3.36)

З рiвняння (3.36) приймаючи до уваги граничнi умови v̄(0) = 0 та

v̄′(0) = 1, отримуємо

v̄(x) = x. (3.37)



88

З урахуванням тотожностi (3.5) матимемо тепер, що

v(x) = v′(0)x+ v(0),

отже, у випадку κ = 0 функцiя v(x) повинна бути функцiєю виду

v(x) = ax+ b

з деякими дiйсними сталими a та b. Припущення додатностi першої

похiдної функцiї v(x) дає нам додаткове обмеження для параметра a:

параметр a повинен бути строго позитивною константою.

Перейдемо до розгляду випадку κ > 0. З рiвняння (3.35), викори-

стовуючи граничнi умови v̄′(0) = 1 та v̄(0) = 0, матимемо

v̄(x) =
eκx − 1

κ
, для x ∈ R. (3.38)

Приймаючи до уваги те, що v̄′′(0) = κ, використавши представлення

(3.38) та перехiдну тотожнiсть (3.5), ми отримуємо вiдповiдне допусти-

ме представлення для вихiдної функцiї v(x)

v(x) =
v′(0)

v̄′′(0)
ev̄

′′(0)x − v′(0)

v̄′′(0)
+ v(0). (3.39)

З представлення (3.39) випливає, що у випадку v̄′′(0) > 0 функцiя

v(x) мусить бути функцiєю виду

v(x) = αeβx + γ

з деякими дiйсними сталими α, β, та γ. Умови v′(0) > 0 та v̄′′(0) >

0 потребують додаткових обмежень для значень параметрiв α та β:

обидва згаданi параметри мусять бути позитивними сталими, або, що

те саме min[α, β] > 0.

Це завершує доведення теореми 3.2.

Зауваження 3.2. Звернемо увагу на те, що твердження необхiдностi

теореми 3.1 слiдує також з твердження теореми 3.2 скомбiнованого з

властивiстю вiдсутностi необгрунтованої надбавки на ризик, яка оче-

видно виконується для принципу середнього значення.
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На вiдмiну вiд принципу еквiвалентної корисностi страховика, який

володiє властивiстю iтеративностi лише при спецiальному виборi фун-

кцiї корисностi, принцип середнього значення володiє властивiстю iте-

ративностi при довiльному виборi функцiї v(x) ∈ C2(R) такої, що

v′(x) > 0 та v′′(x) ≥ 0 для x ∈ R, а саме має мiсце теорема.

Теорема 3.3. Принцип середнього значення володiє властивiстю iте-

ративностi при довiльному виборi функцiї v(x) ∈ C2(R) такої, що

v′(x) > 0 та v′′(x) ≥ 0 для x ∈ R.

Доведення. Дiйсно для будь-яких двох ризикiв X та Y та довiльної

допустимої функцiї v(x) отримуємо

πс.з.[πс.з.[X|Y ]] = v−1(E[v(πс.з.[X|Y ])]) = v−1(E[v(v−1(E[v(X)|Y ]))])

= v−1(E[E[v(X)|Y ]]) = v−1(E[v(X)]) = πс.з.[X].

Тобто твердження теореми 3.3 дiйсно має мiсце.

Наступна теорема дає необхiднi та достатнi умови володiння власти-

вiстю мультиплiкативної iнварiантностi принципом середнього значе-

ння пiдрахунку вартостi страхових контрактiв.

Теорема 3.4. Принцип середнього значення володiє властивiстю муль-

типлiкативної iнварiантностi тодi й лише тодi, коли v(x) = ax+ b,

для a > 0, тобто, лише у випадку спiвпадання з нетто принципом.

Доведення. Почнемо з доведення твердження достатностi. З рiвняння

(2.22) для будь-якого ризику X та довiльного Θ > 0 у випадку v(x) =

ax+ b, при a > 0, випливає, що

aπс.з.[ΘX] + b = E[aΘX + b] = aΘE[X] + b,

тобто, використовуючи твердження (a) леми 3.1, отримуємо

πс.з.[ΘX] = ΘE[X] = Θπс.з.[X],
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отже властивiсть мультиплiкативної iнварiантностi виконується у ви-

падку лiнiйної функцiї v(x).

Перейдемо до доведення твердження необхiдностi.

При довiльному Θ > 0 вихiдне рiвняння (2.22) для ризику ΘX t
p у ви-

падку мультиплiкативно iнварiантного принципу середнього значення

набуватиме наступного вигляду

v(Θπс.з.[X
t
p]) = pv(Θt) + (1− p)v(0). (3.40)

Диференцiюючи (3.40) за параметром p, отримуємо

v′(Θπс.з.[X
t
p]) ·Θ · ∂

∂p
πс.з.[X

t
p] = v(Θt)− v(0). (3.41)

Звiдси, при p = 0 з використанням тотожностi (a) леми 3.2 та нерiв-

ностi v′(0) > 0, матимемо

∂

∂p
πс.з.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

=
v(Θt)− v(0)

v′(0) ·Θ
. (3.42)

Врахувавши тепер тотожнiсть (b) леми 3.2, рiвняння (3.42) набере

вигляду

v(Θt)− v(0) = Θ · (v(t)− v(0)), (3.43)

продиференцiювавши який за t, отримаємо

v′(Θt) = v′(t). (3.44)

Беручи тепер до уваги монотоннiсть функцiї v(·) та неперервнiсть фун-

кцiї v′(·), матимемо, що v′(x) = a > 0, для x ∈ R, або

v(x) = ax+ b, для деякої константи b.

Це завершує доведення теореми 3.4.

При застосуваннi принципу середнього значення до оцiнювання спе-

цiальних класiв ризикiв, достатньо означити функцiю v(x) на деякiй

множинi A ⊂ R зi збереженням властивостей монотонностi та опукло-

стi вниз, тобто, функцiя v(x) повинна бути такою, що v′(x) > 0 та
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v′′(x) ≥ 0 для всiх x ∈ A, крiм цього, рiвняння (2.22) мусить зберiгати

коректний математичний змiст для всiх ризикiв зi згаданого класу.

Цiкаво бачити, що при застосуваннi принципу середнього значення

до оцiнювання вартостi лише строго позитивних ризикiв, клас функцiй

v(x), якi породжують мультиплiкативно iнварiантнi премiї, є ширшим

нiж, вiдповiдний клас функцiй у загальному випадку. Останнє сфор-

мулюємо у виглядi теореми.

Теорема 3.5. Принцип середнього значення, застосований до оцiню-

вання лише строго позитивних ризикiв, володiє властивiстю муль-

типлiкативної iнварiантностi тодi й лише тодi, коли v(x) = axκ+b,

для a > 0 та κ ≥ 1, при x ∈ (0, +∞).

Звернемо увагу на те, що для функцiї v(x) = axκ + b, при a > 0 та

κ > 1, умова v′(x) > 0 порушується в точцi x = 0. Отже, твердження

теореми 3.5 не протирiчить твердженню теореми 3.4.

Доведення. У випадку строго позитивного ризику X має мiсце нерiв-

нiсть E[X] > 0, тому, комбiнуючи нерiвнiсть Єнсена v(E[X]) ≤ E[v(X)]

з рiвнянням (2.22), бачимо, що принцип середнього значення буде ко-

ректно означеним, якщо означити функцiю v(x) лише для x ∈ (0, +∞)

зi збереженням властивостей монотонностi та опуклостi вниз.

Почнемо з доведення твердження достатностi. Дiйсно, у випадку

v(x) = axκ + b, при a > 0 та κ ≥ 1, для будь-якого строго додатного

ризику X вихiдне рiвняння (2.22) набуватиме наступного вигляду

a(πс.з.[X])κ + b = E[aXκ + b] = aE[Xκ] + b,

отже, в розглянутому випадку

πс.з.[X] = (E[Xκ])1/κ.

З iншого боку, для тiєї ж функцiї v(x), того ж ризику X та довiльного

Θ > 0, з вихiдного рiвняння (2.22) випливає

a(πс.з.[ΘX])κ + b = E[a(ΘX)κ + b] = aΘκE[Xκ] + b
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тобто, в даному випадку отримуємо

πс.з.[ΘX] = Θ(E[Xκ])1/κ = Θπс.з.[X],

з чого маємо, що принцип середнього значення звужений до оцiню-

вання лише строго позитивних ризикiв володiтиме властивiстю муль-

типлiкативної iнварiантностi у випадку v(x) = axκ + b, при a > 0 та

κ ≥ 1, означенiй лише для x ∈ (0, +∞).

Перейдемо тепер до доведення необхiдностi.

Для вищеозначеного ризику Xε
p вихiдне рiвняння (2.22) набуватиме

наступного вигляду

v(πс.з.[X
ε
p ]) = pv(ε) + (1− p)v(1). (3.45)

З рiвняння (3.45) випливає

v(πс.з.[X
ε
0 ]) = 0 · v(ε) + 1 · v(1),

бiльш того, так як функцiя v(x) є строго монотонною, то

πс.з.[X
ε
0 ] = 1. (3.46)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра p з обох

сторiн рiвняння (3.45), отримуємо

v′(πс.з.[X
ε
p ]) ·

∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ] = v(ε)− v(1). (3.47)

При p = 0 з рiвняння (3.47), матимемо

v′(πс.з.[X
ε
0 ]) ·

∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

= v(ε)− v(1). (3.48)

З урахуванням (3.46), рiвняння (3.48) набере вигляду

v′(1) · ∂
∂p
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

= v(ε)− v(1). (3.49)

Перейдемо до частинних похiдних вiдносно параметра p з обох сто-

рiн рiвняння (3.47)

v′′(πс.з.[X
ε
p ]) ·
(
∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

)2

+ v′(πс.з.[X
ε
p ]) ·

∂2

(∂p)2
πс.з.[X

ε
p ] = 0. (3.50)
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Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.50), та використавши тотожнiсть

(3.46), отримуємо

v′′(1) ·

(
∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)2

+ v′(1) ·

(
∂2

(∂p)2
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)
= 0. (3.51)

З урахуванням монотонностi функцiї v(x) iз (3.49) при ε < 1 випливає

∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

̸= 0, (3.52)

а тому рiвняння (3.51) може бути переписаним в наступному виглядi

v′′(1)

v′(1)
= −

(
∂2

(∂p)2
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)/(
∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)2

. (3.53)

При довiльному Θ > 0, вихiдне рiвняння (2.22) для ризику ΘXε
p у

випадку мультиплiкативно iнварiантного принципу середнього значе-

ння звуженого до оцiнювання лише строго позитивних ризикiв набу-

ватиме наступного вигляду

v(Θπс.з.[X
ε
p ]) = pv(Θε) + (1− p)v(Θ). (3.54)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра p з обох

сторiн рiвняння (3.54), отримуємо

v′′(Θπс.з.[X
ε
p ]) ·Θ2 ·

(
∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

)2

+

v′(Θπс.з.[X
ε
p ]) ·Θ · ∂2

(∂p)2
πс.з.[X

ε
p ] = 0.

(3.55)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.55), скоротивши множник Θ та

використавши тотожнiсть (3.46), маємо

v′′(Θ) ·Θ ·

(
∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)2

+ v′(Θ) · ∂2

(∂p)2
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

= 0. (3.56)

Так як v′(Θ) > 0, то використавши тотожнiсть (3.52), рiвняння

(3.56) можна переписати наступним чином

v′′(Θ) ·Θ
v′(Θ)

= −

(
∂2

(∂p)2
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)/(
∂

∂p
πс.з.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)2

. (3.57)
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З (3.53) та (3.57) тодi отримуємо

v′′(Θ) ·Θ
v′(Θ)

=
v′′(1)

v′(1)
, для всiх Θ > 0. (3.58)

Позначивши v′′(1)/v′(1) =: κ (так як v′′(1) ≥ 0 та v′(1) > 0 то

κ ≥ 0) та проiнтегрувавши (3.58), отримаємо

v(x) =
C1

κ + 1
xκ+1 + C2,

тобто, функцiя v(x) повинна бути функцiєю виду

v(x) = axκ + b, з деякими дiйсними сталими a, b, та κ.

З того що C1 > 0 та κ ≥ 0 слiдує a > 0; а з κ ≥ 0 слiдує κ ≥ 1.

Це завершує доведення теореми 3.5.

3.2.2. Принцип еквiвалентної корисностi
страховика

В цьому параграфi представлено характеризацiйнi теореми для вла-

стивостей адитивностi, конзистентностi, iтеративностi та мультиплiка-

тивної iнварiантностi якими може володiти або не володiти принцип

еквiвалентної/нульової корисностi страховика.

Звернемо увагу на те, що принцип еквiвалентної/нульової корисно-

стi страховика є еквiвалентним по вiдношенню до лiнiйних перетво-

рень функцiї корисностi капiталу страховика U(x), тобто, принцип,

що базується на функцiї U(x), та принцип, що базується на функцiї

U(x) = l1U(x) + l2, для l1 > 0, породжуватимуть однаковi премiї для

однакових ризикiв. Умова l1 > 0 накладається для збереження припу-

щення зростання функцiї корисностi капiталу страховика.

В подальшому, з метою спрощення обчислень, при доведеннi твер-

джень, що стосуються властивостi адитивностi, ми фiксуємо значення

початкового капiталу страховика W , отримуємо допустимi представ-
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лення для функцiї

U(x) = l1U(x) + l2 при l1 =
1

U ′(W )
та l2 = −U(W )

U ′(W )
, (3.59)

а потiм повертаємося до вихiдної функцiї корисностi страховика U(x).

Звернемо увагу на те, що щойно означена нормована функцiя кори-

сностi капiталу страховика U(x) задовольняє наступнi граничнi умови

U(W ) = 0, U
′
(W ) = 1 та U

′′
(W ) = κ, (3.60)

з деякою дiйсною константою κ ≤ 0.

З метою уникнення повторiв у текстi, нам потрiбнi будуть наступнi

двi леми.

Лема 3.3. (a) Принип еквiвалентної/нульової корисностi страхови-

ка, що базується на функцiї U(x) = ax+ b, для a > 0, еквiвалентний

нетто принципу.

(b) Принип еквiвалентної/нульової корисностi страховика, що базу-

ється на функцiї U(x) = −αe−βx+γ, для min[α, β] > 0, еквiвалентний

експоненцiйному принципу з параметром β.

В справедливостi обох тверджень леми 3.3 легко переконатися за

допомогою безпосередньої перевiрки.

Лема 3.4. Принцип еквiвалентної корисностi страховика для берну-

лiвського ризику X t
p задовольняє наступнi тотожностi:

(a) πе.к.с.[X
t
0] = 0; (b) U ′(W )· ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= U(W )−U(W−t);

(c) πе.к.с.[X
t
1] = t; (d) U ′(W )· ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

= U(W+t)−U(W );

(e)
∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

= U(W + t).

Доведення. Рiвняння еквiвалентної корисностi страховика (2.25) для

довiльного вибору початкового капiталу страховика W та довiльної
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функцiї корисностi страховика U(·) для ризикуX t
p набуватиме вигляду

U(W ) = U(W + πе.к.с.[X
t
p]− t) · p+ U(W + πе.к.с.[X

t
p]) · (1− p). (3.61)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.61) отримуємо

U(W ) = U(W + πе.к.с.[X
t
0]). (3.62)

Оскiльки U ′(x) > 0 для всiх x, то з рiвняння (3.62) випливає рiвнiсть

πе.к.с.[X
t
0] = 0, (3.63)

що й доводить тотожнiсть (a) леми 3.4.

Пiдставивши p = 1 в рiвняння (3.61), отримуємо

U(W ) = U(W + πе.к.с.[X
t
1]− t), (3.64)

знову ж таки, використавши строгу монотоннiсть функцiї U(·), з рiв-

няння (3.67) отримуємо тотожнiсть (c) леми 3.4

πе.к.с.[X
t
1] = t. (3.65)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра p з обох

сторiн рiвняння (3.61), отримуємо

0 = U ′(W + πе.к.с.[X
t
p]− t) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · p

+ U ′(W + πе.к.с.[X
t
p]) ·

∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · (1− p)

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p]− t) − U(W + πе.к.с.[X

t
p]).

(3.66)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.66) та використавши тотожнiсть

(3.63), отримуємо тотожнiсть (b) леми 3.4

U ′(W ) · ∂
∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= U(W )− U(W − t). (3.67)

Пiдставивши p = 1 в рiвняння (3.66) та використавши тотожнiсть

(3.65), отримуємо тотожнiсть (d) леми 3.4

U ′(W ) · ∂
∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

= U(W + t)− U(W ). (3.68)
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Зi щойно отриманої тотожностi (3.68) застосованої до нормованої

функцiї корисностi U(·) з викориснанням граничних умов (3.60) ви-

пливає тотожнiсть (e) леми 3.4

∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

= U(W + t), (3.69)

що й завершує доведення леми 3.4.

Наступна теорема демонструє необхiднi та достатнi умови володiн-

ня властивiстю адитивностi принципом еквiвалентної/нульової кори-

сностi страховика пiдрахунку вартостi страхових контрактiв.

Теорема 3.6. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страхо-

вика володiє властивiстю адитивностi тодi й лише тодi, коли

U(x) = ax + b, для a > 0, або U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0,

тобто, лише у випадках, коли вiн спiвпадає або з нетто принципом,

або з експоненцiйним принципом.

Зауважимо, що клас функцiй U(x) = −αe−βx+γ, для min[α, β] > 0,

мiстить в собi, зокрема, всi функцiї виду U(x) = −τ−x, для деякої

дiйсної сталої τ > 1.

Доведення. Почнемо з доведення твердження достатностi. У випадку

U(x) = ax + b, для a > 0, для будь-яких двох незалежних ризикiв

X1 та X2, та будь-якого початкового капiталу W , з рiвняння (2.25)

випливає

aW + b = E[a(W + πе.к.с.[X1 +X2]−X1 −X2) + b],

отже, застосувавши двiчi твердження (a) леми 3.3, отримуємо

πе.к.с.[X1 +X2] = E[X1] + E[X2] = πе.к.с.[X1] + πе.к.с.[X2],

що доводить твердження у лiнiйному випадку.

У випадку U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, для будь-яких

двох незалежних ризикiв X1 та X2 i довiльного початкового капiталу
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страховика W , з рiвняння (2.25) отримуємо

−αe−βW + γ = E[−αe−β(W+πе.к.с.[X1+X2]−X1−X2) + γ].

Застосувавши двiчi твердження (b) леми 3.3, маємо

πе.к.с.[X1+X2] =
1

β
log(E[eβX1])+

1

β
log(E[eβX2]) = πе.к.с.[X1]+πе.к.с.[X2],

що й доводить твердження у експоненцiальному випадку.

Перейдемо до доведення твердження необхiдностi.

У випадку адитивного принципу еквiвалентної корисностi страхови-

ка повинна виконуватися тотожнiсть

πе.к.с.[X
t
p + Y h

q ] = πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ].

Отже, у випадку наявностi адитивностi, рiвняння (2.25) для ризику

X t
p + Y h

q та початкового капiталу W , для функцiї U(x), набуватиме

вигляду

U(W ) = U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t− h) · p · q

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t) · p · (1− q)

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− h) · (1− p) · q

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]) · (1− p) · (1− q).

(3.70)

Продиференцiювавши (3.70) по p, отримаємо

0 = U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t− h) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · p · q

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t− h) · q +

+ U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · p · (1− q)

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t) · (1− q)

+ U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− h) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · (1− p) · q

− U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− h) · q

+ U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]) ·

∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · (1− p) · (1− q)

− U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]) · (1− q).
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Отриману тотожнiсть тепер продиференцiюємо за q

0 = U
′′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t− h) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] ·

∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · p · q

+ U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t− h) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · p +

+ U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t− h) · ∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · q

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t− h)

+ U
′′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] ·

∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · p · (1− q)

− U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · p

+ U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t) · ∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · (1− q)

− U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− t)

+ U
′′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− h) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] ·

∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · (1− p) · q

+ U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− h) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · (1− p)

− U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− h) · ∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · q

− U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]− h)

+ U
′′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]) ·

∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] ·

∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · (1− p) · (1− q)

− U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]) ·

∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · (1− p) −

− U
′
(W + πе.к.с.[X

t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]) ·

∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ] · (1− q)

+ U(W + πе.к.с.[X
t
p] + πе.к.с.[Y

h
q ]).

Пiдставляючи p = q = 1 в щойно отримане рiвняння i викорис-

товуючи застосоване до ризикiв X t
p та Y h

q твердження (c) леми 3.4,

отримуємо

0 = U
′′
(W ) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

· ∂
∂q
πе.к.с.[Y

h
q ]

∣∣∣∣
q=1

+ U
′
(W ) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

+ U
′
(W ) · ∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ]

∣∣∣∣
q=1

− U
′
(W + t) · ∂

∂q
πе.к.с.[Y

h
q ]

∣∣∣∣
q=1

− U
′
(W + h) · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

+ U(W ) − U(W + t) − U(W + h) + U(W + t+ h).
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Використавши застосоване до ризикiв X t
p та Y h

q твердження (e) ле-

ми 3.4, а також граничнi умови (3.60) зi щойно отриманого рiвняння,

ми одержуємо рiвняння, для функцiї U(x)

0 = U(W + h+ t) + κ · U(W + t) · U(W + h)

− U
′
(W + t) · U(W + h) − U

′
(W + h) · U(W + t)

(3.71)

Для розв’язування рiвняння (3.71), розглядатимемо окремо випадки

κ = 0 та κ < 0.

Почнемо з випадку κ < 0. Оскiльки функцiя U(·) є опуклою вгору

функцiєю, то повинна виконуватися наступна нерiвнiсть

U(W ) + U(W + 2t)

2
≤ U(W + t). (3.72)

Приймаючи до уваги граничну умову U(W ) = 0, нерiвнiсть (3.72)

набирає наступного вигляду

U(W + 2t) ≤ 2U(W + t). (3.73)

Пiдставляючи t = h в рiвняння (3.71), отримуємо

0 = U(W + 2t) + κU
2
(W + t)− 2U

′
(W + t) · U(W + t). (3.74)

З метою застосування асимптотичних технiк, без втрати загальностi,

деякий час припускатимемо, що параметр t приймає строго додатнi

значення. Використовуючи нерiвнiсть (3.73) та приймаючи до уваги

те, що U(W ) = 0 та U ′
(x) > 0, для x ∈ R, з рiвняння (3.74), отримуємо

U
′
(W + t) =

U(W + 2t) + κU
2
(W + t)

2U(W + t)
≤ (3.75)

≤ 2U(W + t) + κU
2
(W + t)

2U(W + t)
= 1 +

κ

2
U(W + t).

Оскiльки κ < 0, то з нерiвностi (3.75) випливає, що функцiя U(·)
обмежена зверху.

Оскiльки функцiя U(·) є зростаючою, обмеженою та U(W ) = 0,

то iснує додатна скiнченна границя U(W + t) при t прямуючому до



101

нескiнченностi. Звiдки, в силу властивостей функцiї U(x) маємо, що

lim
t→+∞

U
′
(W + t) = 0, (3.76)

та для будь-якого h ∈ R \ {0}

lim
t→+∞

U(W + t+ h)

U(W + t)
=

limt→+∞ U(W + t+ h)

limt→+∞ U(W + t)
= 1. (3.77)

Подiливши лiву та праву частину рiвняння (3.71) на U(W + t) та

перейшовши до границi при t прямуючому до нескiнченностi i викори-

ставши граничнi спiввiдношення (3.76) та (3.77), отримуємо рiвняння

U
′
(W + h) = κU(W + h) + 1. (3.78)

Звiдки, з використанням умови U(W ) = 0 отримуємо

U(W + h) =
eκ (W+h) · e−κW − 1

κ
, для h ∈ R \ {0}. (3.79)

Врахувавши неперервнiсть функцiї U(·), (3.79) можна подати у ви-

глядi

U(x) =
eκx · e−κW − 1

κ
, x ∈ R. (3.80)

Приймаючи до уваги те, що U ′′
(W ) = κ, використовуючи (3.80) та

перехiдну тотожнiсть (3.59) для функцiї U(x) отримуємо

U(x) =
U ′(W ) e−U

′′
(W )·W

U
′′
(W )

· eU
′′
(W )·x − U ′(W )

U
′′
(W )

+ U(W ). (3.81)

З представлення (3.81) випливає, що у випадку U ′′
(W ) < 0 функцiя

U(x) повинна бути функцiєю виду

U(x) = −αe−βx + γ

зi сталими α, β та γ. Умови U ′(W ) > 0 та U ′′
(W ) < 0 вимагають до-

даткових обмежень для значень параметрiв α та β: обидва параметри

мусять бути строго додатними.

Перейдемо тепер до розгляду випадку κ = 0. В даному випадку

рiвняння (3.71) спрощується до наступного

0 = U(W +t+h)−U ′
(W +t) ·U(W +h)−U ′

(W +h) ·U(W +t). (3.82)
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Припустимо, що функцiя U(·) є обмеженою зверху. Оскiльки похi-

дна функцiї U(·) є додатною, то у випадку обмеженостi зверху повинна

iснувати границя

lim
t→+∞

U
′
(W + t) = 0. (3.83)

У випадку зростаючої та обмеженої зверху функцiї U(·), такої, що

U(W ) = 0, повинна iснувати скiнченна границя

lim
t→+∞

U(W + t) = c > 0, (3.84)

та, бiльш того, для всiх h ∈ R \ {0} iснує границя

lim
t→+∞

U(W + t+ h)

U(W + t)
=

limt→+∞ U(W + t+ h)

limt→+∞ U(W + t)
= 1. (3.85)

З (3.83) та (3.84) отримуємо

lim
t→+∞

U
′
(W + t)

U(W + t)
= 0 (3.86)

Подiливши лiву й праву частини рiвняння (3.82) на U(W + t), пе-

рейшовши до границi при t прямуючому до нескiнченностi, i викорис-

тавши граничнi спiввiдношення (3.85) та (3.86), отримуємо

U
′
(W + h) = 1, для всiх h ∈ R \ {0}, (3.87)

що протирiчить граничному спiввiдношенню (3.83). Отже

lim
t→+∞

U(W + t) = +∞. (3.88)

Надалi будемо вважати, що t > h. З опуклостi вгору функцiї U(·),
для будь-якого h > 0, з нерiвностей W + h < W + t < W + t + h для

будь-якого θ ∈ [0, 1] випливає

U(θ(W + h) + (1− θ)(W + t+ h)) ≥

θU(W + h) + (1− θ)U(W + t+ h).
(3.89)

Пiдставляючи θ = h/t в нерiвнiсть (3.89), отримуємо

t

t− h
U(W + t)− h

t− h
U(W + h) ≥ U(W + t+ h). (3.90)
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Звернемо увагу на те, що
t

t− h
U(W + t)− h

t− h
U(W +h) ∼ U(W + t), при t→ +∞. (3.91)

Оскiльки похiдна функцiї U(·) є строго додатною, то для будь-якого

h > 0 та довiльного t виконується нерiвнiсть

U(W + t+ h) > U(W + t). (3.92)

Комбiнуючи (3.90) та (3.92), одержуємо
t

t− h
U(W +t)− h

t− h
U(W +h) ≥ U(W +t+h) > U(W +t). (3.93)

З (3.93) в силу (3.91) отримуємо

lim
t→+∞

U(W + t+ h)

U(W + t)
= 1, для всiх h > 0. (3.94)

У випадку h < 0 для t > 0 виконуються нерiвностi W + h < W +

t + h < W + t, з яких, завдяки опуклостi вгору функцiї U(·), для

будь-якого θ ∈ [0, 1] випливає

U(θ(W + h) + (1− θ)(W + t)) ≥ θU(W + h) + (1− θ)U(W + t). (3.95)

Пiдставляючи θ = h/(h− t) в нерiвнiсть (3.95), отримуємо

U(W + t+ h) ≥ h

h− t
U(W + h) +

t

t− h
U(W + t). (3.96)

Очевидно, що
h

h− t
U(W +h)+

t

t− h
U(W + t) ∼ U(W + t), при t→ +∞. (3.97)

Оскiльки h < 0 i фунцiя U(·) є строго зростаючою, то

U(W + t) > U(W + t+ h). (3.98)

Комбiнуючи (3.96) та (3.98), отримуємо

U(W +t) > U(W +t+h) ≥ h

h− t
U(W +h)+

t

t− h
U(W +t). (3.99)

Перейшовши до границi при t прямуючому до нескiнченностi в (3.99)

та використавши граничне спiввiдношення (3.97), одержуємо

lim
t→+∞

U(W + t+ h)

U(W + t)
= 1, для всiх h < 0. (3.100)
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Так як U
′
(·) є незростаючою додатною функцiєю, то з граничного

спiввiдношення (3.88) випливає, що

lim
t→+∞

U
′
(W + t)

U(W + t)
= 0. (3.101)

Подiливши тепер лiву та праву частину рiвняння (3.82) на U(W+t) i

перейшовши до границi при t прямуючому до нескiнченностi, з викори-

станням граничних спiввiдношень (3.94), (3.100) та (3.101), отримуємо

U
′
(W + h) = 1, для h ∈ R \ {0}. (3.102)

Врахувавши при цьому неперервнiсть функцiї U ′
(·), рiвняння (3.102)

може бути переписане в термiнах вихiдного параметра x ∈ R

U
′
(x) = 1, (3.103)

звiдки з використанням умови U(W ) = 0, отримуємо друге допустиме

представлення для функцiї корисностi U(·)

U(x) = x−W. (3.104)

Комбiнуючи (3.104) з перехiдною тотожнiстю (3.59) отримуємо вiд-

повiдне допустиме представлення для вихiдної функцiї корисностi U(x)

U(x) = U ′(W )(x−W ) + u(W ),

або

U(x) = ax+ b

з деякими сталими a та b. Бiльш того, стала a повинна бути строго

додатною.

Це завершує доведення теореми 3.6.

Зауваження 3.3. Ми довели теорему 3.6 для принципу еквiвален-

тної корисностi страховика, при довiльному виборi початкового капi-

талу W та вiдсутностi обмежень на нього в межах доведення, тому
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представлене доведення залишається вiрним також для принципу ну-

льової корисностi страховика пiсля пiдстановки W := 0 та формальної

замiни πе.к.с.[·] на πн.к.с.[·]. Схожа технiка використовуватиметься при

доведеннi теорем 3.7, 3.8 та 3.9.

Зауваження 3.4. Користуючись простою технiкою вiд противного,

доведення теореми 3.6 може бути використане для демонстрацiї того,

що випадок U(x) = ax + b, для a > 0, є єдиним можливим випадком

спiвпадання принципу еквiвалентної/нульової корисностi страховика з

нетто принципом, а випадок U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, є

єдиним можливим випадком спiвпадання принципу еквiвалентної/ну-

льової корисностi страховика з експоненцiйним принципом.

На вiдмiну вiд принципу еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта,

який володiє властивiстю конзистентностi лише при деякому спецiаль-

ному виборi функцiї корисностi, принцип еквiвалентної/нульової кори-

сностi страховика володiє властивiстю конзистентностi при довiльному

виборi допустимої функцiї корисностi, а саме має мiсце теорема.

Теорема 3.7. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страхо-

вика володiє властивiстю конзистентностi при довiльному виборi

функцiї корисностi капiталу страховика U(x) ∈ C2(R), такої, що

U ′(x) > 0 та U ′′(x) ≤ 0 для x ∈ R.

Доведення. Оскiльки для будь-якого ризику X, довiльного початко-

вого капiталу страховика W , будь-якої допустимої функцiї корисностi

капiталу страховика U(·) та довiльного c ∈ R виконуються тотожностi

U(W ) = E[U(W + πе.к.с.[X + c]− (c+X))]

= E[U(W + (πе.к.с.[X + c]− c)−X)]

= E[U(W + πе.к.с.[X]−X)] = U(W ),

то

πе.к.с.[X + c]− c = πе.к.с.[X], або πе.к.с.[X + c] = πе.к.с.[X] + c,
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що й доводить твердження теореми.

Наступна теорема демонструє умови володiння властивiстю iтера-

тивностi принципом еквiвалентної/нульової корисностi страховика.

Теорема 3.8. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страхо-

вика володiє властивiстю iтеративностi тодi й лише тодi, коли

U(x) = ax + b, для a > 0, чи U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0,

тобто, лише у випадках, коли вiн спiвпадає або з нетто принципом,

або з експоненцiйним принципом.

Доведення. Достатнiсть. У випадку U(x) = ax+b, для a > 0, для будь-

яких ризикiвX та Y , i будь-якого початкового капiталу страховикаW ,

з рiвняння (2.25) випливає, що

aW + b = aW + a πе.к.с.[X|Y ]− aE[X|Y ] + b,

тобто, у випадку лiнiйної функцiї корисностi, маємо

πе.к.с.[X|Y ] = E[X|Y ],

бiльш того, знову ж таки з рiвняння (2.25) маємо, що

aW + b = aW + a πе.к.с.[πе.к.с.[X|Y ]]− aE[πе.к.с.[X|Y ]] + b,

тобто, використавши тверження (a) леми 3.3, остаточно отримуємо

πе.к.с.[πе.к.с.[X|Y ]] = E[πе.к.с.[X|Y ]] = E[E[X|Y ]] = πе.к.с.[X],

отже, властивiсть iтеративностi виконується у випадку лiнiйної фун-

кцiї корисностi страховика.

У випадку U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, для будь-яких

ризикiв X та Y i довiльного W , з рiвняння (2.25) випливає

−αe−βW + γ = −α e−βW · e−βπе.к.с.[X|Y ] · E[e−βX |Y ] + γ,

тобто, в даному випадку отримуємо

πе.к.с.[X|Y ] =
1

β
log(E[e−βX |Y ]).
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Бiльш того, з рiвняння (2.25) для ризику πе.к.с.[X|Y ] у випадку експо-

ненцiйної функцiї корисностi страховика отримуємо

−αe−βW + γ = −α e−βW · e−βπе.к.с.[πе.к.с.[X|Y ]] · E[e−βπе.к.с.[X|Y ]] + γ,

отже, використавши тверження (b) леми 3.3, остаточно отримуємо

πе.к.с.[πе.к.с.[X|Y ]] =
1

β
log(E[e−βπе.к.с.[X|Y ]]) =

=
1

β
log(E[e−β· 1β log(E[e−βX |Y ])]) =

1

β
log(E[E[e−βX |Y ]]) = πе.к.с.[X],

тобто, властивiсть iтеративностi виконується у випадку експоненцiйної

функцiї корисностi страховика, що й доводить достатнiсть теореми.

Необхiднiсть. Розглянемо випадкову величину Y , яка приймає зна-

чення h1 та h2 (тут hi, для i = 1, 2, — це довiльнi дiйснi числа з

iнтервалу [0, 1]) з ймовiрностями 1/2 та 1/2.

Нехай тепер ризик X̄ має наступний умовний розподiл при вiдомих

значеннях величини Y

P{X̄ = t |Y = hi} = hi, для i = 1, 2;

P{X̄ = 0 |Y = hi} = 1− hi, для i = 1, 2.

Користуючись формулою повної ймовiрностi, знаходимо безумовний

розподiл ризику X̄, а саме,

P{X̄ = t} =
2∑

i=1

P{X̄ = t |Y = hi} · P{Y = hi} =
h1 + h2

2
;

P{X̄ = 0} =
2∑

i=1

P{X̄ = 0 |Y = hi} · P{Y = hi} = 1− h1 + h2
2

.

Звернемо увагу на те, що безумовний розподiл ризику X̄ спiвпадає з

розподiлом ризику X t
p̄, де p̄ = (h1 + h2)/2. Завдяки цьому повинна

виконуватися тотожнiсть

πе.к.с.[X̄] = πе.к.с.[X
t
p̄]. (3.105)
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Рiвняння еквiвалентної корисностi (2.25) для умовної премiї

πе.к.с.[X̄ |Y = hi], (i = 1, 2), має вигляд

U(W ) = U(W + πе.к.с.[X̄ |Y = hi]− t) · hi

+ U(W + πе.к.с.[X̄ |Y = hi]) · (1− hi),

i спiвпадає з рiвнянням еквiвалентної корисностi для премiї πе.к.с.[X
t
hi
],

(i = 1, 2), а саме,

U(W ) = U(W + πе.к.с.[X
t
hi
]− t) · hi + U(W + πе.к.с.[X

t
hi
]) · (1− hi),

тому виконується наступна тотожнiсть

πе.к.с.[X̄ |Y = hi] = πе.к.с.[X
t
hi
], для i = 1, 2, (3.106)

бiльш того, у випадку iтеративного принципу еквiвалентної корисностi

страховика справедлива рiвнiсть

πе.к.с.[X̄] = πе.к.с.[πе.к.с.[X̄|Y ]]. (3.107)

Скомбiнувавши тотожнiсть (3.107) з рiвнянням (2.25) для ризику

πе.к.с.[X̄|Y ], отримуємо наступне рiвняння еквiвалентної корисностi

U(W ) = E[U(W + πе.к.с.[X̄]− πе.к.с.[X̄|Y ])]. (3.108)

Взявши до уваги можливi значення величини Y , рiвняння (3.108) може

бути переписане в наступному еквiвалентному виглядi

U(W ) =
1

2

2∑
i=1

U(W + πе.к.с.[X̄]− πе.к.с.[X̄|Y = hi]).

Взявши до уваги тотожностi (3.105) та (3.106), рiвняння (3.108) при-

ведемо до вигляду.

U(W ) =
1

2

2∑
i=1

U(W + πе.к.с.[X
t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
hi
]). (3.109)

Продиференцiювавши його по h1, матимемо

0 =
1

2
U ′(W + πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
h1
]) ·
[
1

2

∂

∂h1
πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− ∂

∂h1
πе.к.с.[X

t
h1
]

]
+

1

2
U ′(W + πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
h2
]) · 1

2

∂

∂h1
πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

].



109

Продиференцiюємо тепер щойно отримане рiвняння по h1

0 =
1

2
U ′′(W + πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
h1
]) ·
[
1

2

∂

∂h1
πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− ∂

∂h1
πе.к.с.[X

t
h1
]

]2
+

1

2
U ′(W + πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
h1
]) · 1

4

∂2

(∂h1)2
πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]

− 1

2
U ′(W + πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
h1
]) · ∂2

(∂h1)2
πе.к.с.[X

t
h1
]

+
1

2
U ′′(W + πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
h2
]) ·
[
1

2

∂

∂h1
πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]

]2
+

1

2
U ′(W + πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

]− πе.к.с.[X
t
h2
]) · 1

4

∂2

(∂h1)2
πе.к.с.[X

t
h1+h2

2

].

Пiдставивши h1 = h2 =: h в останнє рiвняння, маємо

0 =
1

2
U ′′(W ) ·

[
−1

2

∂

∂h
πе.к.с.[X

t
h]

]2
+

1

2
U ′(W ) ·

[
−3

4

∂2

(∂h)2
πе.к.с.[X

t
h]

]
+

1

2
U ′′(W ) ·

[
1

2

∂

∂h
πе.к.с.[X

t
h]

]2
+

1

2
U ′(W ) ·

[
1

4

∂2

(∂h)2
πе.к.с.[X

t
h]

]
,

звiдси отримуємо диференцiйне рiвняння для πе.к.с.[X
t
h] як функцiї па-

раметра h, означеної для 0 ≤ h ≤ 1, а саме,

U ′′(W ) ·
[
∂

∂h
πе.к.с.[X

t
h]

]2
= U ′(W ) · ∂2

(∂h)2
πе.к.с.[X

t
h]. (3.110)

з граничними умовами

πе.к.с.[X
t
0] = 0 та πе.к.с.[X

t
1] = t, (3.111)

що випливають iз тверджень (a) та (c) леми 3.4.

Оскiльки функцiя U(·) є опуклою вгору, то U ′′(W ) ≤ 0. Розв’я-

зуючи рiвняння (3.110), будемо розглядати окремо наступнi випадки:

U ′′(W ) < 0 та U ′′(W ) = 0.

Почнемо з випадку U ′′(W ) = 0. Тодi рiвняння (3.110) набуває ви-

гляду
∂2

(∂h)2
πе.к.с.[X

t
h] = 0. (3.112)

Звiдси маємо, що

πе.к.с.[X
t
h] = κ1h+ κ2, з деякими константами κ1 та κ2. (3.113)
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Врахувавши при цьому граничнi умови (3.111), отримаємо

πе.к.с.[X
t
h] = h t. (3.114)

Звiдки
∂

∂h
πе.к.с.[X

t
h]

∣∣∣∣
h=0

= t. (3.115)

Скомбiнувавши (3.115) з тотожнiстю (b) леми 3.4, для функцiї ко-

рисностi U(·) отримуємо рiвняння

0 = U(W − t)− U(W ) + U ′(W ) t. (3.116)

Параметр t приймав значення в множинi R\{0}, проте, використав-

ши неперервнiсть функцiї U(·), i замiну W − t =: x, рiвняння (3.116)

може бути записаним в термiнах вихiдного параметра x ∈ R:

U(x) = U ′(W ) · (x−W ) + U(W ),

або

U(x) = ax+ b

з деякими константами a та b. З припущення U ′(W ) > 0 випливає, що

a > 0.

Розв’яжемо тепер рiвняння (3.110) у випадку U ′′(W ) < 0. Для зруч-

ностi обчислень зробимо замiну

Z(h) :=
∂

∂h
πе.к.с.[X

t
h]

та запишемо рiвняння (3.110) в наступнiй формi

U ′′(W ) · Z2(h) = U ′(W )Z ′(h). (3.117)

Розв’язком рiвняння (3.117) є наступна функцiя

−Z−1(h) =
U ′′(W )

U ′(W )
h− κ1, для деякої константи κ1.

Повернувшись до πе.к.с.[X
t
h], отримуємо

∂

∂h
πе.к.с.[X

t
h] =

1

κ1 − U ′′(W )
U ′(W )h

. (3.118)
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Рiвняння (3.118) має наступний розв’язок, для деякої константи κ2,

πе.к.с.[X
t
h] = −U ′(W )

U ′′(W )
· log

∣∣∣∣(κ1 − U ′′(W )

U ′(W )
h

)
e
−κ2

U ′′(W )

U ′(W )

∣∣∣∣ . (3.119)

Застосувавши граничну умову πе.к.с.[X
t
0] = 0 до розв’язку (3.119),

отримуємо

log

∣∣∣∣(κ1 − U ′′(W )

U ′(W )
· 0
)
e
−κ2

U ′′(W )

U ′(W )

∣∣∣∣ = 0,

тобто

κ1 = e
κ2

U ′′(W )

U ′(W ) .

Тепер (3.119) можна переписати в наступному виглядi

πе.к.с.[X
t
h] = −U ′(W )

U ′′(W )
· log

∣∣∣∣1− U ′′(W )

U ′(W )
· h · e−κ2

U ′′(W )

U ′(W )

∣∣∣∣ . (3.120)

Застосувавши граничну умову πе.к.с.[X
t
1] = t до розв’язку (3.120),

отримуємо

log

∣∣∣∣1− U ′′(W )

U ′(W )
· 1 · e−κ2

U ′′(W )

U ′(W )

∣∣∣∣ = − t · U
′′(W )

U ′(W )
. (3.121)

Оскiльки U ′(W ) > 0, а U ′′(W ) < 0, то

U ′′(W )

U ′(W )
< 0, отже, 1− U ′′(W )

U ′(W )
· e−κ2

U ′′(W )

U ′(W ) > 0,

з чого випливає, що тотожнiсть (3.121) можна переписати наступним

чином

− U ′′(W )

U ′(W )
· e−κ2

U ′′(W )

U ′(W ) = e
− t·U

′′(W )

U ′(W ) − 1. (3.122)

Комбiнуючи розв’язок (3.120) з тотожнiстю (3.122), ми отримуємо

розв’язок рiвняння (3.110), який задовольняє граничнi умови (3.111) у

випадку U ′′(W ) < 0, а саме,

πе.к.с.[X
t
h] = −U ′(W )

U ′′(W )
log

∣∣∣∣1 + h

(
e
− t·U

′′(W )

U ′(W ) − 1

)∣∣∣∣
Продиференцiювавши πе.к.с.[X

t
h] по параметру h та пiдставивши в

одержаний таким чином вираз значення h = 0, отримуємо

∂

∂h
πе.к.с.[X

t
h]

∣∣∣∣
h=0

= −U ′(W )

U ′′(W )
·
(
e
− t·U

′′(W )

U ′(W ) − 1

)
. (3.123)
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Комбiнуючи представлення (3.123) з тотожнiстю (b) леми 3.4, для

функцiї U(·) отримаємо

0 = U(W − t)− U(W )− U ′(W ) · U
′(W )

U ′′(W )
·
(
e
− t·U

′′(W )

U ′(W ) − 1

)
. (3.124)

Параметр t приймав значення в R\{0}, проте, з неперервностi фун-

кцiї U(·) та замiни W − t =: x, випливає, що рiвняння (3.124) може

бути записане в термiнах вихiдного параметра x ∈ R:

U(x) =
(U ′(W ))2

U ′′(W )
· e−W U ′′(W )

U ′(W ) · ex
U ′′(W )

U ′(W ) − (U ′(W ))2

U ′′(W )
+ U(W ),

або

U(x) = −αe−βx + γ

з деякими констатнами α, β та γ. Бiльш того, умови U ′(W ) > 0 та

U ′′(W ) < 0 вимагають додаткових обмежень для параметрiв α та β, а

саме, min[α, β] > 0.

Це завершує доведення теореми 3.8.

Наступна теорема демонструє необхiднi та достатнi умови володiння

властивiстю мультиплiкативної iнварiантностi принципом еквiвалент-

ної/нульової корисностi страховика.

Теорема 3.9. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi страхо-

вика володiє властивiстю мультиплiкативної iнварiантностi тодi

й лише тодi, коли U(x) = ax+ b, для a > 0, тобто, лише у випадку

спiвпадання з нетто принципом.

Доведення. Достатнiсть. У випадку U(x) = ax + b, при a > 0, для

будь-якого ризику X, довiльного W та будь-якого Θ > 0 з рiвняння

(2.25) випливає, що

aW + b = aW + aπе.к.с.[ΘX]− aΘE[X] + b,

отже, використовуючи твердження (a) леми 3.4, отримуємо

πе.к.с.[ΘX] = ΘE[X] = Θπе.к.с.[X],
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тобто, принцип еквiвалентної корисностi страховика володiє властивi-

стю мультиплiкативної iнварiантностi у випадку лiнiйної функцiї U(x).

Необхiднiсть. У випадку мультиплiкативно iнварiантного принципу

еквiвалентної корисностi страховика, для будь-якого W та довiльного

Θ > 0 рiвняння (2.25) для ризику ΘX t
p набуватиме вигляду

U(W ) = U(W +Θπе.к.с.[X
t
p]−Θt) · p+ U(W +Θπе.к.с.[X

t
p]) · (1− p).

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра p в щойно

одержаному рiвняннi, отримуємо

0 = U ′(W +Θπе.к.с.[X
t
p]−Θt) ·Θ · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · p

+ U(W +Θπе.к.с.[X
t
p]−Θt) − U(W +Θπе.к.с.[X

t
p])

+ U ′(W +Θπе.к.с.[X
t
p]) ·Θ · ∂

∂p
πе.к.с.[X

t
p] · (1− p).

(3.125)

Пiдставивши p = 1 в рiвняння (3.125) та використавши тотожнiсть (c)

леми 3.4 та додатнiсть параметра Θ, отримуємо

U ′(W ) · ∂
∂p
πе.к.с.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=1

=
U(W +Θt)− U(W )

Θ
. (3.126)

Рiвняння (3.126) та тотожнiсть (c) леми 3.4 мають однаковi лiвi

сторони, отже, їхнi правi сторони теж повиннi бути рiвними. Звiдки

маємо, що

U(W + t)− U(W ) =
U(W +Θt)− U(W )

Θ
. (3.127)

Продиференцiювавши лiву й праву частини рiвняння (3.127) вiдно-

сно параметра t, отримуємо

U ′(W + t) = U ′(W +Θt),

а тому

U ′(x) = a > 0, для x ∈ R.

Звiдси

U(x) = ax+ b, для x ∈ R, та a > 0.

Це завершує доведення теореми 3.9.
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Звернемо увагу на те, що аналогу теорем 3.5 та 3.14 не iснує для

принципу еквiвалентної/нульової корисностi страховика.

3.2.3. Принцип еквiвалентної корисностi
клiєнта

В цьому параграфi представлено характеризацiйнi теореми для вла-

стивостей адитивностi, конзистентностi, iтеративностi та мультиплi-

кативної iнварiантностi i може мати або не мати принцип еквiвален-

тної/нульової корисностi клiєнта.

Звернемо увагу на те, що принцип еквiвалентної/нульової корисно-

стi клiєнта є еквiвалентним по вiдношенню до лiнiйних перетворень

функцiї корисностi капiталу клiєнта, тобто, принцип, що базується на

функцiї u(x), та принцип, що базується на функцiї ū(x) = l1u(x) + l2,

для l1 > 0, породжуватимуть однаковi премiї для однакових ризикiв.

Умова l1 > 0 накладається для збереження припущення зростання

функцiї корисностi капiталу клiєнта.

В подальшому, з метою спрощення обчислень, при доведеннi твер-

джень, що стосуються властивостей адитивностi та конзистентностi,

ми фiксуємо значення початкового капiталу клiєнта ω, отримуємо допу-

стимi представлення для функцiї

ū(x) = l1u(x) + l2 при l1 =
1

u′(ω)
та l2 = − u(ω)

u′(ω)
, (3.128)

а потiм повертаємося до вихiдної функцiї корисностi клiєнта u(x).

Звернемо увагу на те, що щойно означена нормована функцiя кори-

сностi капiталу клiєнта ū(x) задовольняє наступнi граничнi умови

ū(ω) = 0, ū′(ω) = 1 та ū′′(ω) = κ, (3.129)

з деякою дiйсною константою κ ≤ 0.

В подальшому нам знадобляться наступнi леми
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Лема 3.5. (a) Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта

для функцiї u(x) = ax+b, при a > 0, еквiвалентний нетто принципу.

(b) Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта для функцiї

u(x) = −αe−βx+γ, при min[α, β] > 0, еквiвалентний експоненцiйному

принципу з параметром β.

В справедливостi обох тверджень леми 3.5 легко переконатися за

допомогою безпосередньої перевiрки.

Лема 3.6. Премiя еквiвалентної корисностi клiєнта для ризику X t
p,

що базується на довiльнiй допустимiй функцiї корисностi капiталу

клiєнта u(·) задовольняє наступнi тотожностi

(a) πе.к.к.[X
t
0] = 0; (b) − u′(ω) · ∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= u(ω − t)− u(ω);

(c)
∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= −ū(ω−t); (d)
∂2

(∂p)2
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= κ ū2(ω−t).

Доведення. Вихiдне рiвняння (2.23) для ризику X t
p матиме наступний

вигляд

u(ω − πе.к.к.[X
t
p]) = u(ω − t)p+ u(ω)(1− p). (3.130)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.130) та взявши до уваги строгу мо-

нотоннiсть функцiї u(·) отримуємо тотожнiсть (a) леми 3.6

πе.к.к.[X
t
0] = 0. (3.131)

Продиференцiюємо по p спiввiдношення (3.130)

−u′(ω − πе.к.к.[X
t
p]) ·

∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p] = u(ω − t)− u(ω). (3.132)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.132), отримуємо

−u′(ω − πе.к.к.[X
t
0]) ·

∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= u(ω − t)− u(ω). (3.133)

Скомбiнувавши (3.131) та (3.133), отримуємо твердження (b) леми 3.6

−u′(ω) · ∂
∂p
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= u(ω − t)− u(ω). (3.134)
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У випадку нормованої функцiї корисностi ū(x), завдяки граничним

умовам (3.129), з рiвняння (3.134) випливає тотожнiсть (c) леми 3.6

∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= −ū(ω − t). (3.135)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра p з обох

сторiн рiвняння (3.132), отримуємо

u′′(ω − πе.к.к.[X
t
p]) ·

(
∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

)2

−

− u′(ω − πе.к.к.[X
t
p]) ·

∂2

(∂p)2
πе.к.к.[X

t
p] = 0.

(3.136)

У випадку нормованої функцiї корисностi ū(x) пiсля пiдстановки

p = 0 в рiвняння (3.136) та використання тотожностей (3.131) i (3.135),

а також граничних умов (3.129), отримуємо тотожнiсть (d) леми 3.6.

∂2

(∂p)2
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= κ ū2(ω − t). (3.137)

Це й завершує доведення леми 3.6.

Наступна теорема дає необхiднi та достатнi умови володiння власти-

вiстю адитивностi принципом еквiвалентної/нульової корисностi клiєн-

та пiдрахунку вартостi страхових контрактiв.

Теорема 3.10. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта

володiє властивiстю адитивностi тодi й лише тодi, коли

u(x) = ax + b, для a > 0, чи u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0,

тобто, лише у випадках, коли вiн спiвпадає або з нетто принципом,

або з експоненцiйним принципом.

Зауважимо, що клас функцiй u(x) = −αe−βx+γ, для min[α, β] > 0,

мiстить в собi, зокрема, всi функцiї виду u(x) = −τ−x, для деякої

дiйсної константи τ > 1.

Доведення. Почнемо з доведення твердження достатностi. У випадку

u(x) = ax + b, при a > 0, для довiльного ω та будь-яких двох незале-
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жних ризикiв X1 та X2 з вихiдного рiвняння (2.23) випливає

a(ω − πе.к.к.[X1 +X2]) + b = E[a(ω −X1 −X2) + b],

тобто, використовуючи твердження (a) леми 3.5, отримуємо

πе.к.к.[X1 +X2] = E[X1] + E[X2] = πе.к.к.[X1] + πе.к.к.[X2].

При тих же умовах, у випадку u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0,

−αe−β(ω−πе.к.к.[X1+X2]) + γ = −αe−βωE[eβX1]E[eβX2] + γ,

тобто, використовуючи твердження (b) леми 3.5, отримуємо

πе.к.к.[X1+X2] =
1

β
log(E[eβX1])+

1

β
log(E[eβX2]) = πе.к.к.[X1]+πе.к.к.[X2].

Доведення достатностi завершено, перейдемо до доведення необхiдно-

стi.

Нагадаємо, що ризик X t
p + Y h

q прийматиме значення t+ h, t, h та 0

з ймовiрностями p q, p (1− q), (1− p)q та (1− p)(1− q) вiдповiдно.

У випадку адитивного принципу еквiвалентної корисностi клiєнта,

вихiдне рiвняння (2.23) для ризику X t
p + Y h

q , що базується на нормо-

ванiй функцiї корисностi ū(x) матиме наступний вигляд

ū(ω − πе.к.к.[X
t
p]− πе.к.к.[Y

h
q ]) = ū(ω − t− h)p q+

+ ū(ω − t)p (1− q) + ū(ω − h)(1− p)q.
(3.138)

Перейшовши послiдовно до частинних похiдних вiдносно p, а потiм

вiдносно q з обох сторiн рiвняння (3.138), отримуємо

ū′′(ω − πе.к.к.[X
t
p]− πе.к.к.[Y

h
q ]) ·

∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p] ·

∂

∂q
πе.к.к.[Y

h
q ] =

= ū(ω − t− h)− ū(ω − t)− ū(ω − h).

(3.139)

Пiдставивши p = q = 0 в рiвняння (3.139) i використавши твер-

дження (a) та (c) леми 3.6, а також граничну умову ū′′(ω) = κ, ми

отримуємо рiвняння, яке нормована функцiя ū(·) повинна задовольня-

ти у випадку адитивного принципу еквiвалентної корисностi клiєнта

κ ū(ω − t) ū(ω − h) = ū(ω − t− h)− ū(ω − t)− ū(ω − h). (3.140)
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У випадку κ = 0 рiвняння (3.140) спрощується до наступного

ū(ω − t− h) = ū(ω − t) + ū(ω − h). (3.141)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра h з обох

сторiн рiвняння (3.141), отримуємо

ū′(ω − t− h) = ū′(ω − h). (3.142)

Перейшовши до границi при h прямуючому до нуля з обох сторiн

рiвняння (3.142), використавши неперервнiсть функцiї ū′(·) та грани-

чну умову ū′(ω) = 1, отримуємо

ū′(ω − t) = 1. (3.143)

Використавши (3.143) та граничну умову ū(ω) = 0 ми отримуємо

перше допустиме представлення для нормованої функцiї ū(x), а саме

ū(x) = x− ω. (3.144)

Скомбiнувавши (3.144) з перехiдною тотожнiстю (3.128), одержимо,

що у випадку κ = 0 вихiдна функцiя корисностi u(x) мусить бути

функцiєю виду

u(x) = ax+ b

з деякими сталими a та b. Додатнiсть першої похiдної функцiї кори-

сностi приводить до нерiвностi a > 0.

У випадку κ < 0, перейшовши послiдовно до частинних похiдних

вiдносно параметра t, а потiм вiдносно параметра h з обох сторiн рiв-

няння (3.140), отримуємо

κ ū′(ω − t) ū′(ω − h) = ū′′(ω − t− h). (3.145)

Перейшовши до границi при h прямуючому до нуля з обох сторiн

рiвняння (3.145) та використавши граничну умову ū′(ω) = 1, маємо

ū′′(ω − t) = κ ū′(ω − t). (3.146)
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З рiвняння (3.146) та граничних умов ū′(ω) = 1 i ū(ω) = 0 випливає

ū(ω − t) =
eκ (ω−t) · e−κω − 1

κ
, або ū(x) =

eκx · e−κω − 1

κ
. (3.147)

Взявши до уваги ū′′(ω) = κ, використавши представлення (3.147)

та перехiдну тотожнiсть (3.128), ми отримуємо вiдповiдне допустиме

представлення для вихiдної функцiї корисностi u(x), а саме,

u(x) =
u′(ω) e−ū′′(ω)·ω

ū′′(ω)
· eū′′(ω)·x − u′(ω)

ū′′(ω)
+ u(ω). (3.148)

З представлення (3.148) випливаєє, що у випадку ū′′(ω) < 0 вихiдна

функцiя корисностi u(x) повинна бути функцiєю виду

u(x) = −αe−βx + γ,

з деякими сталими α, β та γ. Бiльш того, з умов u′(ω) > 0 та ū′′(ω) < 0

маємо, що α > 0 та β > 0, або, що те саме, min[α, β] > 0.

Це завершує доведення теореми 3.10.

Зауваження 3.5. Ми демонструємо доведення теореми 3.10 для прин-

ципу еквiвалентної корисностi клiєнта, проте завдяки довiльному ви-

бору початкового капiталу ω та вiдсутностi обмежень на нього в ме-

жах доведення, представлене доведення залишається вiрним також

для принципу нульової корисностi клiєнта пiсля пiдстановки ω := 0

та формальної замiни πе.к.к.[·] на πн.к.к.[·]. Схожа технiка використову-

ватиметься при доведеннi теорем 3.11, 3.12 та 3.13.

Зауваження 3.6. Користуючись простою технiкою вiд противного,

доведення теореми 3.10 може бути використане для демонстрацiї того,

що випадок u(x) = ax + b, для a > 0, є єдиним можливим випад-

ком спiвпадання принципу еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта

з нетто принципом, а випадок u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, є

єдиним можливим випадком спiвпадання принципу еквiвалентної/ну-

льової корисностi клiєнта з експоненцiйним принципом.
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Наступна теорема дає необхiднi та достатнi умови володiння вла-

стивiстю конзистентностi принципом еквiвалентної/нульової корисно-

стi клiєнта пiдрахунку вартостi страхових контрактiв.

Теорема 3.11. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта

має властивiсть конзистентностi тодi й лише тодi, коли u(x) =

ax + b, для a > 0, чи u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, тобто,

лише у випадках, коли вiн спiвпадає або з нетто принципом, або з

експоненцiйним принципом.

Доведення. Почнемо з доведення твердження достатностi. У випадку

u(x) = ax + b, при a > 0, для будь-якого ω, будь-якого ризику X та

довiльного c, з вихiдного рiвняння (2.23) випливає, що

a(ω − πе.к.к.[X + c]) + b = E[a(ω −X − c) + b],

тобто, використовуючи твердження (a) леми 3.5, отримуємо

πе.к.к.[X + c] = E[X] + c = πе.к.к.[X] + c.

При тих же умовах, у випадку функцiї u(x) = −αe−βx + γ, для

min[α, β] > 0, маємо

−αe−β(ω−πе.к.к.[X+c]) + γ = E[−αe−β(ω−X−c) + γ],

тобто, використавши твердження (b) леми 3.5, отримуємо

πе.к.к.[X + c] =
1

β
log(E[eβX ]) + c = πе.к.к.[X] + c.

Це завершує доведення достатностi. Перейдемо до доведення необхi-

дностi.

У випадку конзистентного принципу еквiвалентної корисностi клi-

єнта вихiдне рiвняння (2.23) для ризику X t
p + c, що базується на нор-

мованiй функцiї корисностi ū(x) матиме наступний вигляд

ū(ω − πе.к.к.[X
t
p]− c) = ū(ω − t− c) · p+ ū(ω − c) · (1− p). (3.149)
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Перейшовши до других частинних похiдних вiдносно параметра p з

обох сторiн рiвняння (3.149), отримуємо

ū′′(ω − πе.к.к.[X
t
p]− c) ·

(
∂

∂p
πе.к.к.[X

t
p]

)2

−

− ū′(ω − πе.к.к.[X
t
p]− c) · ∂2

(∂p)2
πе.к.к.[X

t
p] = 0.

(3.150)

Пiдставивши значення p = 0 в рiвняння (3.150) та використавши твер-

дження (a) та (c) леми 3.6, маємо

ū′′(ω − c) · ū2(ω − t)− ū′(ω − c) · ∂2

(∂p)2
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= 0. (3.151)

Так як функцiя ū(x) є строго зростаючою, то без втрати загальностi

рiвняння (3.151) можна переписати наступним чином

∂2

(∂p)2
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

=
ū′′(ω − c) · ū2(ω − t)

ū′(ω − c)
. (3.152)

З рiвняння (3.152) та тотожностi (d) леми 3.6 випливає рiвняння

для функцiї ū(x)

ū′′(ω − c) = κū′(ω − c), для всiх c ∈ R. (3.153)

У випадку κ = 0 рiвняння (3.153) набирає вигляду

ū′′(ω − c) = 0.

Таким чином, взявши до уваги граничнi умови ū(ω) = 0 та ū′(ω) = 1,

функцiя ū(x) мусить бути функцiєю виду

ū(x) = x− ω. (3.154)

Скомбiнувавши представлення (3.154) з перехiдною тотожнiстю

(3.128) ми отримуємо вiдповiдне допустиме представлення для вихi-

дної функцiї корисностi u(x)

u(x) = ax+ b

з деякими сталими a та b. Позитивнiсть першої похiдної функцiї u(x)

дає додаткове обмеження для параметра a, а саме, a > 0.
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У випадку κ < 0 з рiвняння (3.153), використавши, що ū′(ω) = 1 та

ū(ω) = 0, будемо мати

ū(ω − c) =
eκ (ω−c) · e−κω − 1

κ
або ū(x) =

eκx · e−κω − 1

κ
. (3.155)

Взявши до уваги ū′′(ω) = κ, використавши представлення (3.155) та

перехiдну тотожнiсть (3.128), отримуємо вiдповiдне допустиме пред-

ставлення для вихiдної функцiї корисностi u(x)

u(x) =
u′(ω) e−ū′′(ω)·ω

ū′′(ω)
· eū′′(ω)·x − u′(ω)

ū′′(ω)
+ u(ω). (3.156)

З представлення (3.156) випливає, що у випадку ū′′(ω) < 0 вихiдна

функцiя корисностi u(x) повинна бути функцiєю виду

u(x) = −αe−βx + γ

з деякими сталими α, β та γ. Бiльш того, з умов u′(ω) > 0 та ū′′(ω) < 0

слiдує, що α > 0 та β > 0, або, що те саме, min[α, β] > 0.

Це завершує доведення теореми 3.11.

Зауваження 3.7. Звернемо увагу на те, що твердження необхiдностi

теореми 3.10 випливакє також з твердження теореми 3.11 скомбiно-

ваного з властивiстю вiдсутностi необгрунтованої надбавки на ризик,

яка очевидно виконується для принципу еквiвалентної/нульової кори-

сностi клiєнта.

На вiдмiну вiд принципу еквiвалентної/нульової корисностi страхо-

вика, який володiє властивiстю iтеративностi лише у випадках експо-

ненцiйної чи лiнiйної функцiї корисностi, принцип еквiвалентної/ну-

льової корисностi клiєнта володiє властивiстю iтеративностi при до-

вiльному виборi допустимої функцiї корисностi. Має мiсце теорема.

Теорема 3.12. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта

володiє властивiстю iтеративностi при довiльному виборi функцiї

корисностi u(x) ∈ C2(R) такої, що u′(x) > 0 та u′′(x) ≤ 0 для x ∈ R.
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Доведення. Для будь-яких двох ризикiв X та Y , будь-якого початко-

вого капiталу клiєнта ω та будь-якої допустимої функцiї корисностi

капiталу клiєнта u(x) отримуємо

πе.к.к.[πе.к.к.[X|Y ]] = −u−1(E[u(ω − πе.к.к.[X|Y ])]) + ω

= −u−1(E[u(ω + u−1(E[u(ω −X)|Y ])− ω)]) + ω

= −u−1(E[E[u(ω −X)|Y ]]) + ω

= −u−1(E[u(ω −X)]) + ω = πе.к.к.[X],

що й доводить твердження.

Наступна теорема дає необхiднi та достатнi умови володiння власти-

вiстю мультиплiкативної iнварiантностi принципом еквiвалентної/ну-

льової корисностi клiєнта.

Теорема 3.13. Принцип еквiвалентної/нульової корисностi клiєнта

володiє властивiстю мультиплiкативної iнварiантностi тодi й ли-

ше тодi, коли u(x) = ax + b, для a > 0, тобто, лише у випадку

спiвпадання з нетто принципом.

Доведення. Достатнiсть. У випадку u(x) = ax+b, при a > 0, для будь-

якого ω, будь-якого ризику X, та довiльного дiйсного c з вихiдного

рiвняння (2.23) випливає

aω − aπе.к.к.[ΘX] + b = E[aω − aΘX + b] = aω − aΘE[X] + b,

отже, використавши твердження (a) леми 3.5, отримуємо

πе.к.к.[ΘX] = ΘE[X] = Θπе.к.к.[X].

Це завершує доведення достатностi, перейдемо до доведення необхi-

дностi.

У випадку мультиплiкативно iнварiантного принципу еквiвалентної

корисностi клiєнта рiвняння (2.23) для ризику ΘX t
p можна записати

наступним чином

u(ω −Θπе.к.к.[X
t
p]) = u(ω −Θt) · p+ u(ω) · (1− p). (3.157)
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Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра p в рiвнян-

нi (3.157), пiдставивши p = 0 у отримане рiвняння та використавши

тотожнiсть (a) леми 3.6 i позитивнiсть параметра Θ, отримуємо

−u′(ω) · ∂
∂p
πе.к.к.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

=
u(ω −Θt)− u(ω)

Θ
. (3.158)

Звiдси та з тотожностi (b) леми 3.6 для фунуцiї u(·) отримуємо

рiвняння

u(ω − t)− u(ω) =
u(ω −Θt)− u(ω)

Θ
. (3.159)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра t з обох

сторiн рiвняння (3.159), маємо

u′(ω − t) = u′(ω −Θt). (3.160)

Звiдси випливає, що u′(x) = a > 0, для x ∈ R. Звiдки маємо, що

u(x) = ax+ b, для x ∈ R, та константи a > 0.

Це завершує доведення теореми 3.13.

У випадку застосування принципу еквiвалентної/нульової кориснос-

тi клiєнта до оцiнювання ризикiв з деякого спецiального класу, доста-

тньо означити функцiю корисностi u(x) на пiдмножинi A ⊂ R зi збере-

женням властивостей монотонностi та опуклостi вгору, тобто функцiя

u(x) повинна бути такою, що u′(x) > 0 та u′′(x) ≤ 0 для всiх x ∈ A,

i, бiльш того, рiвняння (2.23) повинно зберiгати коректний математи-

чний змiст для всiх ризикiв зi згаданого класу.

Цiкаво бачити, що у випадку застосування принципу нульової кори-

сностi клiєнта до оцiнювання строго позитивних ризикiв, клас функцiї

u(x), що породжують мультиплiкативно iнварiантнi премiї є ширшим,

нiж у загальному випадку. А саме, має мiсце теорема.

Теорема 3.14. Принцип нульової корисностi клiєнта, застосований

до оцiнюванння лише строго позитивних ризикiв, володiє власти-
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вiстю мультиплiкативної iнварiантностi тодi й лише тодi, коли

u(x) = −a(−x)κ + b, для a > 0 та κ ≥ 1, при x ∈ (−∞, 0).

Звернемо увагу на те, що для функцiї u(x) = −a(−x)κ + b, при

a > 0 та κ > 1, умова u′(x) > 0 порушується в точцi x = 0. Отже,

твердження теореми 3.14 не протирiчить твердженню теореми 3.13.

Доведення. Для строго позитивного ризику X отримуємо E[X] > 0.

Скомбiнувавши нерiвнiсть Єнсена u(−E[X]) ≥ E[u(−X)] з рiвняння

(2.24), бачимо, що у випадку оцiнювання строго позитивних ризикiв

принцип нульової корисностi клiєнта буде коректно означеним, якщо

функцiя u(x) буде означеною лише для x ∈ (−∞, 0) зi збереженням

властивостей монотонностi та опуклостi вгору.

Доведемо спочатку достатнiсть. У випадку u(x) = −a(−x)κ+ b, при

a > 0 та κ ≥ 1, для довiльного строго позитивного ризику X вихiдне

рiвняння (2.24) матиме наступний вигляд

−a(πн.к.к.[X])κ + b = E[−aXκ + b] = −aE[Xκ] + b,

тобто, в розглянутому випадку отримуємо

πн.к.к.[X] = (E[Xκ])1/κ.

З iншого боку, для тiєї ж функцiї u(x), того ж ризику X, та довiльного

Θ > 0, з вихiдного рiвняння (2.24) випливає, що

−a(πн.к.к.[ΘX])κ + b = E[−a(ΘX)κ + b] = −aΘκE[Xκ] + b,

отже, в даному випадку маємо

πн.к.к.[ΘX] = Θ(E[Xκ])1/κ = Θπн.к.к.[X].

Це й завершує доведення достатностi. Перейдемо до доведення не-

обхiдностi.

Для ранiше означеного ризику Xε
p рiвняння (2.24) має вигляд

u(−πн.к.к.[X
ε
p ]) = u(−ε) · p+ u(−1) · (1− p). (3.161)
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Пiдставивши p = 0 в рiвняння (3.161) та взявши до уваги строгу

монотоннiсть функцiї u(·) отримуємо

πн.к.к.[X
ε
0 ] = 1. (3.162)

Перейшовши до частинних похiдних вiдносно параметра p з обох

сторiн рiвняння (3.161), пiдставивши в отримане рiвняння p = 0 та

використавши тотожнiсть (3.162) маємо

−u′(−1) · ∂
∂p
πн.к.к.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

= u(−ε)− u(−1). (3.163)

Перейшовши до других частинних похiдних вiдносно параметра p з

обох сторiн рiвняння (3.161), пiдставивши p = 0 в отримане рiвняння

та використавши тотожнiсть (3.162), матимемо

u′′(−1) ·

(
∂

∂p
πн.к.к.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)2

− u′(−1) ·

(
∂2

(∂p)2
πн.к.к.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)
= 0.

(3.164)

Iз (3.163) маємо, що при ε < 1

∂

∂p
πн.к.к.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

̸= 0. (3.165)

Тепер, рiвняння (3.164) можна переписати наступним чином

u′′(−1)

u′(−1)
=

(
∂2

(∂p)2
πн.к.к.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)/(
∂

∂p
πн.к.к.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)2

. (3.166)

У випадку мультиплiкативно iнварiантного принципу рiвняння (2.24)

для ризику ΘXε
p може бути записане у виглядi

u(−Θπн.к.к.[X
ε
p ]) = u(−Θε) · p+ u(−Θ) · (1− p). (3.167)

Використовуючи перетворення схожi до перетворень рiвняння (3.161),

iз рiвняння (3.167) отримуємо

u′′(−Θ) ·Θ
u′(−Θ)

=

(
∂2

(∂p)2
πн.к.к.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)/(
∂

∂p
πн.к.к.[X

ε
p ]

∣∣∣∣
p=0

)2

.

(3.168)
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(3.166) та (3.168) приводять до рiвняння
u′′(−Θ) ·Θ
u′(−Θ)

=
u′′(−1)

u′(−1)
, для всiх Θ > 0. (3.169)

Позначивши −u′′(−1)/u′(−1) =: κ (так як u′′(−1) ≤ 0 та u′(−1) > 0

то κ ≥ 0) та проiнтегрувавши, отримуємо

u(x) = − C1

κ + 1
(−x)κ+1 + C2,

отже шукана функцiя корисностi u(x) мусить мати вигляд

u(x) = −a(−x)κ + b, з деякими дiйсними сталими a, b та κ.

З C1 > 0 та κ > 0 слiдує a > 0, а з κ ≥ 0 слiдує κ ≥ 1.

Це завершує доведення теореми 3.14.

3.3. Сумарна таблиця властивостей

Отриманi властивостi, якими володiють (чи, iнколи, не володiють)

методи пiдрахунку вартостi страхових контрактiв, пiдсумованi в таб-

лицi 2.4, при цьому були використанi наступнi скорочення та умовнi

позначення:

ВННР — вiдсутнiсть необгрунтованої надбавки на ризик;

НСН — невiд’ємнiсть страхової надбавки;

Ад — адитивнiсть;

МI — мультиплiкативна iнварiантнiсть;

Ко — конзистентнiсть;

ВГ — вiдсутнiсть грабування;

Iт — iтеративнiсть;

+ — властивiсть виконується;

− — властивiсть не виконується;
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Таблиця 3.4

ВННР НСН Ад МI Ко ВГ Iт
Нетто пр. + + + + + + +

Пр. мат. спод. − + + + − − −
Пр. дисперсiї + + + − + − −

Пр. сер.квад. вiдх. + + − + + − −
Експоненцiйний пр. + + + − + + +

Пр. сер. значення + + z
⊗

z + +

Пр. Есшера + + + − + + −
Пр. вiдрег. ризиком + + − + + + −

Пр. Ванга + + − + + + −
Квантiльний пр. + − − + + + −

Пр. макс. збиткiв + + + + + + +

Пр. екв. кор. страх. + + ♡ ♢ + + ♡
Пр. нул. кор. страх. + + ♡ ♢ + + ♡
Пр. екв. кор. клiєн. + + ♠ ♣ ♠ + +

Пр. нул. кор. клiєн. + + ♠
⊙

♠ + +

z — властивiсть виконується тодi й лише тодi, коли

v(x) = ax+ b, для a > 0, або

v(x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0;⊗
— властивiсть виконується тодi й лише тодi, коли

v(x) = ax+ b, для a > 0; проте, у випадку оцiнювання

лише строго позитивних ризикiв, властивiсть виконує-

ться тодi й лише тодi, коли v(x) = axκ + b, для a > 0

та κ ≥ 1, при x ∈ (0,+∞);
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♡ — властивiсть виконується тодi й лише тодi, коли

U(x) = ax+ b, для a > 0, або

U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0;

♢ — властивiсть виконується тодi й лише тодi, коли

U(x) = ax+ b, для a > 0;

♠ — властивiсть виконується тодi й лише тодi, коли

u(x) = ax+ b, для a > 0, або

u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0;

♣ — властивiсть виконується тодi й лише тодi, коли

u(x) = ax+ b, для a > 0;⊙
— властивiсть виконується тодi й лише тодi, коли

u(x) = ax+ b, для a > 0; проте, у випадку оцiнювання

лише строго позитивних ризикiв, властивiсть виконує-

ться тодi й лише тодi, коли u(x) = −a(−x)κ + b, для

a > 0 та κ ≥ 1, при x ∈ (−∞, 0).

Висновки. В третьому роздiлi дисертацiї нами була проведена насту-

пна робота:

— для всiх принципiв оцiнювання вартостi страхових контрактiв опи-

саних в другому роздiлi дисертацiї здiйснено перевiрку властиво-

стей: вiдсутностi необгрунтованої надбавки на ризик, невiд’ємностi

страхової надбавки, адитивностi, мультиплiкативної iнварiантно-

стi, конзистентностi, вiдсутностi грабування та iтеративностi;
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— для принципiв означених з використанням допомiжних функцiй,

а саме, для принципу середнього значення та принципу еквiвален-

тної/нульової корисностi страховика/клiєнта, нами доведено ряд

характеризацiйних теорем що стосуються необхiдних та достатнiх

умов виконання властивостей адитивностi, конзистентностi, iтера-

тивностi та мультиплiкативної iнварiантностi;

— показано, що у випадку звуження принципу середнього значен-

ня та принципу нульової корисностi клiєнта до оцiнювання лише

строго позитивних ризикiв, класи допомiжних функцiй, що поро-

джують мультиплiкативно iнварiантнi премiї, є ширшими нiж у

загальному випадку;

— результати проведеної перевiрки представлено у виглядi сумарної

таблицi властивостей.
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РОЗДIЛ 4

Приклади пiдрахункiв

В цьому роздiлi ми наводимо приклади обчислення премiй для де-

кiлькох дискретних та неперервних розподiлiв виплат з можливiстю

випадкової появи страхового випадку. Наведенi iлюстрацiї охоплюють

випадки сталих виплат, експоненцiйного розподiлу виплат, гiперекспо-

ненцiйного розподiлу виплат, рiвномiрного розподiлу виплат та зсуну-

того нормованого пуасонiвського розподiлу виплат.

Сталi виплати з випадковою появою

Припустимо, що ризик X призводить до страхового випадку з ймо-

вiрнiстю p, а розмiр страхової компенсацiї є сталим та рiвним деякiй

позитивнiй дiйснiй константi C. В даному випадку ризик X приймає

лише два значення, а саме 0 та C з ймовiрностями 1−p та p вiдповiдно,

тобто, ризик X має наступнi базовi характеристики

E[X] = Cp, Var[X] = C2p− C2p2, σ[X] = C
√
p− p2,

знаючи якi, ми можемо одразу отримати явнi представлення для де-

кiлькох найпростiших премiй

πнетто[X] = Cp, πм.с.(α)[X] = (1 + α)Cp,

πдисп.(α)[X] = Cp+ αC2(p− p2), πс.к.в.(α)[X] = Cp+ αC
√
p− p2.
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Премiя максимальних збиткiв в даному випадку рiвна

πмакс.зб.[X] = C.

Знайшовши твiрну функцiю

E[eαX ] = 1− p+ eαCp, (4.1)

отримуємо експоненцiйну премiю

πексп.(α)[X] =
1

α
log(1− p+ eαCp).

Врахувавши те, що

E[XeαX ] = CeαCp

та використавши тотожнiсть (4.1), отримуємо премiю Есшера

πЕсшер(α)[X] =
CeαCp

1− p+ eαCp
.

Премiя вiдрегульована ризиком в даному випадку рiвна

πвiд.риз.(ρ)[X] =

∫ C

0

p1/ρdx = Cp1/ρ.

Квантiльна премiя для розглянутого ризику має наступне представ-

лення

πквант.(ε)[X] =


C для ε ≤ p,

0 для ε > p.

Обравши v(x) = (x+ 1)2, знаходимо премiю середнього значення

πс.з.[X] = v−1(E[v(X)]) =
√
p+ (C + 1)2(1− p)− 1.

Проiлюструємо технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi стра-

ховика на прикладi лiнiйної функцiї корисностi U(x) = ax + b, для

a > 0. Рiвняння (2.26) в даному випадку набуватиме вигляду

b = [aπн.к.с.[X] + b] · (1− p) + [a(πн.к.с.[X]− C) + b] · p,
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тобто, шукана премiя має вигляд

πн.к.с.[X] = Cp = πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.4, отримуємо премiю нульової

корисностi страховика у випадку експоненцiйної функцiї корисностi

страховика, U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, тобто

πн.к.с.[X] =
1

β
log(1− p+ eβCp) = πексп.(β)[X].

Проiлюструємо також технiку пiдрахунку премiї нульової корисно-

стi клiєнта на прикладi лiнiйної функцiї корисностi u(x) = ax+ b, для

a > 0. Рiвняння (2.24) в даному випадку набуватиме вигляду

−aπн.к.к.[X] + b = b(1− p) + (−aC + b)p,

тобто, шукана премiя має вигляд

πн.к.к.[X] = Cp = πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.6, отримуємо премiю нульо-

вої корисностi клiєнта у випадку експоненцiйної функцiї корисностi

клiєнта, u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, тобто

πн.к.к.[X] =
1

β
log(1− p+ eβCp) = πексп.(β)[X].

Експоненцiйний розподiл виплат

Припустимо, що ризик X призводить до страхового випадку з ймо-

вiрнiстю p, а розмiр страхової компенсацiї має експоненцiйний розподiл

з параметром µ > 0.

Введемо випадкову величину X+ з наступною функцiєю розподiлу

FX+(x) = P{X+ ≤ x} = P{X ≤ x|X > 0}

=


1− e−µx для x ≥ 0,

0 для x < 0.
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Тодi, користуючись формулою повної ймовiрностi, функцiю розподiлу

випадкової величини X можна представити наступним чином

FX(x) = pFX+(x) + (1− p)FX0(x), (4.2)

де FX0(x) — функцiя розподiлу сконцентрованої в нулi виродженої

випадкової величини, тобто, вона має вигляд

FX0(x) =


1 для x ≥ 0,

0 для x < 0.

Користуючись формулою повної ймовiрностi (4.2), а також явними

представленнями для функцiй розподiлу FX+(x) та FX0(x), знаходимо

явне представлення для функцiї розподiлу FX(x), тобто

FX(x) =


1− pe−µx для x ≥ 0,

0 для x < 0.

Звернемо увагу на те, що, обчислюючи iнтеграли Лебега по ймовiрнос-

нiй мiрi, потрiбно враховувати стрибок в нулi функцiї розподiлу FX(x).

Знайдемо математичне сподiвання випадкової величини X

E[X] = p

∫ +∞

−∞
xdFX+(x) + (1− p)

∫ +∞

−∞
xdFX0(x) =

p

µ
.

Аналогiчним чином обчислимо також другий момент випадкової ве-

личини X

E[X2] = p

∫ +∞

−∞
x2dFX+(x) + (1− p)

∫ +∞

−∞
x2dFX0(x) =

2p

µ2
.

Знаючи першi два моменти випадкової величини X, знаходимо її

дисперсiю та середньоквадратичне вiдхилення

Var[X] =
2p− p2

µ2
, σ[X] =

√
2p− p2

µ
.

Використовуючи знайденi основнi характеристики ризикуX, ми мо-

жемо одразу отримати явнi представлення для декiлькох найпростi-
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ших премiй

πнетто[X] =
p

µ
, πм.с.(α)[X] =

(1 + α)p

µ
,

πдисп.(α)[X] =
p

µ
+ α

2p− p2

µ2
, πс.к.в.(α)[X] =

p

µ
+ α

√
2p− p2

µ
.

В зв’язку з необмеженiстю зверху ризику X, премiя максимальних

збиткiв рiвна нескiнченностi

πмакс.зб.[X] = +∞.

Знайшовши твiрну функцiю

E
[
eαX
]

= p

∫ +∞

−∞
eαxdFX+(x) + (1− p)

∫ +∞

−∞
eαxdFX0(x)

=


pµ
µ−α + 1− p для α < µ,

+∞ для α ≥ µ,

отримуємо експоненцiйну премiю

πексп.(α)[X] =


1
α log(

pµ
µ−α + 1− p) для α < µ,

+∞ для α ≥ µ.

Квантiльна премiя може бути знайдена безпосерндньо за означен-

ням, взявши до уваги стрибок розмiру 1− p функцiї розподiлу FX(x)

в нулi

πквант.(ε)[X] =


0 для ε ≥ p,

− 1
µ log(

ε
p) для ε < p.

Прийнявши до уваги те, що πЕсшер(α)[X] = (log(E[eαX ]))′, отримуємо

πЕсшер(α)[X] =


pµ

(µ−α+pα)(µ−α) для α < µ,

+∞ для α ≥ µ.
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Премiя вiдрегульована ризиком для ризику X матиме наступний

вигляд

πвiд.риз.(ρ)[X] =

∫ +∞

0

[1− FX(x)]
1/ρdx =

p1/ρρ

µ
.

Обравши функцiю v(x) := (x + 1)2, отримуємо премiю середнього

значення

πс.з.[X] = v−1(E[v(X)]) =
√

E[X2] + 2E[X] + 1−1 =

√
2p

µ2
+

2p

µ
+ 1−1.

Проiлюструємо технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi стра-

ховика на прикладi лiнiйної функцiї U(x) = ax+b, для a > 0. Рiвняння

(2.26) в даному випадку набуватиме вигляду

b = p

∫ +∞

−∞
[a(πн.к.с.[X]− x) + b]dFX+(x) +

+ (1− p)

∫ +∞

−∞
[a(πн.к.с.[X]− x) + b]dFX0(x)

= aπн.к.с.[X] + b− ap

µ
.

Тобто, у випадку лiнiйної функцiї корисностi страховика, отримуємо

πн.к.с.[X] =
p

µ
= πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.4, отримуємо премiю нульової

корисностi страховика у випадку експоненцiйної функцiї корисностi,

U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, тобто

πн.к.с.[X] = πексп.(β)[X] =


1
α log(

pµ
µ−α + 1− p) для α < µ,

+∞ для α ≥ µ.

Проiлюструємо також технiку пiдрахунку премiї нульової корисно-

стi клiєнта на прикладi лiнiйної функцiї корисностi u(x) = ax+ b, для
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a > 0. Рiвняння (2.24) в даному випадку набуватиме вигляду

b− aπн.к.к.[X] = p

∫ +∞

−∞
[b− ax]dFX+(x) + (1− p)

∫ +∞

−∞
[b− ax]dFX0(x)

= p

∫ +∞

0

[b− ax]µe−µxdx+ (1− p)b[FX0(0+)− FX0(0−)]

= b− (ap)/µ.

тобто, шукана премiя має вигляд

πн.к.к.[X] =
p

µ
= πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.6, отримуємо премiю нульо-

вої корисностi клiєнта у випадку експоненцiйної функцiї корисностi

клiєнта, u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, тобто

πн.к.к.[X] = πексп.(β)[X] =


1
α log(

pµ
µ−α + 1− p) для α < µ,

+∞ для α ≥ µ.

Гiперекспоненцiйний розподiл виплат

В цьому параграфi ми проiлюструємо методику обчислення премiй

для ризику X, що призводить до страхового випадку з ймовiрнiстю p

та має гiперекспоненцiйний розподiл розмiру страхової компенсацiї.

Введемо випадкову величину X+, яка пов’язана з величиною X нас-

тупним чином

P{X+ ≤ x} = P{X ≤ x|X > 0},

та припускатимемо, що величина X+ (яку можна трактувати як роз-

мiр страхової компенсацiї при умовi появи страхової подiї) має гiпер-

експоненцiйний розподiл, тобто, функцiя розподiлу випадкової вели-
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чини X+ має наступний вигляд

FX+(x) = P{X+ ≤ x} =


1−

n∑
i=1

qie
−µix для x ≥ 0,

0 для x < 0,

з наступними обмеженнями для значень параметрiв: n ∈ N; qi ∈ [0, 1]

для i = 1, n, та
∑n

i=1 qi = 1; µi > 0 для i = 1, n.

Користуючись формулою повної ймовiрностi та беручи до уваги

ймовiрнiсть появи страхової подiї p, функцiю розподiлу випадкової ве-

личини X можна представити наступним чином

FX(x) = pFX+(x) + (1− p)FX0(x) (4.3)

де FX0(x) — це функцiя розподiлу виродженої та сконцентрованої в

нулi випадкової величини. З (4.3) слiдує наступне явне представлення

для функцiї розподiлу FX(x)

FX(x) =


1− p

n∑
i=1

qie
−µix для x ≥ 0,

0 для x < 0.

Знайдемо математичне сподiвання випадкової величини X

E[X] = p

∫ +∞

−∞
xdFX+(x) + (1− p)

∫ +∞

−∞
xdFX0(x) = p

n∑
i=1

qi
µi
.

Аналогiчним чином обчислимо також другий момент випадкової ве-

личини X

E[X2] = p

∫ +∞

−∞
x2dFX+(x) + (1− p)

∫ +∞

−∞
x2dFX0(x) = 2p

n∑
i=1

qi
µ2i
.

Знаючи першi два моменти випадкової величини X, обчислюємо її

дисперсiю

Var[X] = 2p
n∑

i=1

qi
µ2i

−

(
p

n∑
i=1

qi
µi

)2
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та середньоквадратичне вiдхилення

σ[X] =

√√√√2p
n∑

i=1

qi
µ2i

−

(
p

n∑
i=1

qi
µi

)2

.

Використовуючи знайденi основнi характеристики ризикуX, ми мо-

жемо одразу отримати явнi представлення для декiлькох найпростi-

ших премiй

πнетто[X] = p

n∑
i=1

qi
µi
; πм.с.(α)[X] = (1 + α)p

n∑
i=1

qi
µi
;

πдисп.(α)[X] = p
n∑

i=1

qi
µi

+ 2αp
n∑

i=1

qi
µ2i

− α

(
p

n∑
i=1

qi
µi

)2

;

πс.к.в.(α)[X] = p
n∑

i=1

qi
µi

+ α

√√√√2p
n∑

i=1

qi
µ2i

−

(
p

n∑
i=1

qi
µi

)2

.

В зв’язку з необмеженiстю зверху ризику X, премiя максимальних

збиткiв рiвна нескiнченностi

πмакс.зб.[X] = +∞.

Знайшовши твiрну функцiю

E
[
eαX
]

= p

∫ +∞

−∞
eαxdFX+(x) + (1− p)

∫ +∞

−∞
eαxdFX0(x) =

=


pµ
µ−α + 1− p для α < µ,

+∞ для α ≥ µ,

отримуємо експоненцiйну премiю

πексп.(α)[X] =


1
α log(1− p+ p

n∑
i=1

qiµi
µi − α

) для α < min
i=1, n

µi,

+∞ для α ≥ µ.
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Прийнявши до уваги те, що πЕсшер(α)[X] = (log(E[eαX ]))′, отримуємо

πЕсшер(α)[X] =

=


p

n∑
i=1

qiµi
(µi − α)2

/(
1− p+ p

n∑
i=1

qiµi
µi − α

)
для α < µ,

+∞ для α ≥ µ.

Премiя вiдрегульована ризиком для ризику X матиме наступний

вигляд

πвiд.риз.(ρ)[X] =

∫ +∞

0

[1− FX(x)]
1/ρdx =

∫ +∞

0

(p
n∑

i=1

qie
−µix)1/ρdx.

Значення, яке приймає представлений iнтеграл, може бути знайдене,

використовуючи чисельнi методи.

Квантiльна премiя обчислюється безпосередньо за означенням, взяв-

ши до уваги стрибок розмiру 1− p функцiї розподiлу FX(x) в нулi

πквант.(ε)[X] =


0 для ε ≥ p,

π∗ для ε < p,

де значення π∗ може бути знайдене за допомогою чисельних методiв з

рiвняння

p

n∑
i=1

qie
−µiπ

∗
= ε.

Обравши функцiю v(x) := (x + 1)2, отримуємо премiю середнього

значення

πс.з.[X] = v−1(E[v(X)]) =

√√√√2p
n∑

i=1

qi
µ2i

+ 2p
n∑

i=1

qi
µi

+ 1− 1.

Проiлюструємо технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi стра-

ховика на прикладi лiнiйної функцiї корисностi U(x) = ax + b, для
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a > 0. Рiвняння (2.26) в даному випадку набуватиме вигляду

b = p

∫ +∞

−∞
[a(πн.к.с.[X]− x) + b]dFX+(x) +

+ (1− p)

∫ +∞

−∞
[a(πн.к.с.[X]− x) + b]dFX0(x)

= aπн.к.с.[X] + b− ap
n∑

i=1

qi
µi
.

Тобто, у випадку лiнiйної функцiї корисностi страховика, отримуємо

πн.к.с.[X] = p
n∑

i=1

qi
µi

= πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.4, отримуємо премiю нульової

корисностi страховика у випадку експоненцiйної функцiї корисностi

страховика, U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, тобто

πн.к.с.[X] = πексп.(β)[X] =

=


1
α log(1− p+ p

n∑
i=1

qiµi
µi − α

) для α < µ,

+∞ для α ≥ µ.

Проiлюструємо також технiку пiдрахунку премiї нульової корисно-

стi клiєнта на прикладi лiнiйної функцiї корисностi u(x) = ax+ b, для

a > 0. Рiвняння (2.24) в даному випадку набуватиме вигляду

b− aπн.к.к.[X] = p

∫ +∞

−∞
[b− ax]dFX+(x) + (1− p)

∫ +∞

−∞
[b− ax]dFX0(x)

= b− ap
n∑

i=1

qi
µi
.

тобто, шукана премiя має вигляд

πн.к.к.[X] = p
n∑

i=1

qi
µi

= πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.6, отримуємо премiю нульо-

вої корисностi клiєнта у випадку експоненцiйної функцiї корисностi,
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u(x) = −αe−βx + γ, при min[α, β] > 0, тобто

πн.к.к.[X] =


1
α log(1− p+ p

n∑
i=1

qiµi
µi − α

) для α < µ,

+∞ для α ≥ µ.

Звернемо увагу на те, що у пiлотному програмному забезпеченнi

“Premium Calculator”, представленому в наступному параграфi, вико-

ристовувався гiперекспоненцiйний розподiл збиткiв з двома ступенями

свободи, тобто, функцiя розподiлу випадкової величиниX мала вигляд

FX(x) =


1− pqe−µ1x − p(1− q)e−µ2x для x ≥ 0,

0 для x < 0,

з такими обмеженнями для значень параметрiв: p ∈ [0, 1]; q ∈ [0, 1];

µ1 > 0 та µ2 > 0.

Рiвномiрний розподiл виплат

В цьому параграфi ми проiлюструємо методику обчислення премiй

для ризику X, що призводить до страхового випадку з ймовiрнiстю

p та має рiвномiрний на iнтервалi [d1, d2], де 0 ≤ d1 < d2 < +∞,

розподiл розмiру страхової компенсацiї.

Введемо випадкову величину X+, яка пов’язана з величиною X нас-

тупним чином

P{X+ ≤ x} = P{X ≤ x|X > 0},

та припускатимемо, величина X+ (яку можна трактувати як розмiр

страхової компенсацiї при умовi появи страхової подiї) має рiвномiрний

на iнтервалi [d1, d2] розподiл.

Користуючись формулою повної ймовiрностi та беручи до уваги

ймовiрнiсть появи страхової подiї p, функцiю розподiлу випадкової ве-
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личини X можна представити наступним чином

FX(x) = pFX+(x) + (1− p)FX0(x) (4.4)

де FX0(x) — це функцiя розподiлу виродженої та сконцентрованої в

нулi випадкової величини.

Користуючись формулою повної ймовiрностi (4.4), а також пред-

ставленнями для функцiй розподiлу FX+(x) та FX0(x), отримуємо явне

представлення для функцiї розподiлу FX(x)

FX(x) =



1 для x ≥ d2,

1− p+ p[ 1
d2−d1

x− d1
d2−d1

] для d1 ≤ x < d2,

1− p для 0 ≤ x < d1,

0 для x < 0.

Знайдемо математичне сподiвання випадкової величини X

E[X] = p

∫ +∞

−∞
xdFX+(x) + (1− p)

∫ +∞

−∞
xdFX0(x) =

p(d2 + d1)

2
.

Порахуємо також другий момент випадкової величини X

E[X2] = p

∫ +∞

−∞
x2dFX+(x) + (1− p)

∫ +∞

−∞
x2dFX0(x)

=
p(d22 + d1d2 + d21)

3
.

Знаючи першi два моменти випадкової величини X, обчислюємо її

дисперсiю

Var[X] =
p(d22 + d1d2 + d21)

3
− p2(d1 + d2)

2

4

та середньоквадратичне вiдхилення

σ[X] =

√
p(d22 + d1d2 + d21)

3
− p2(d1 + d2)2

4
.

Використовуючи знайденi основнi характеристики ризикуX, ми мо-

жемо одразу отримати явнi представлення для декiлькох найпростi-
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ших премiй

πнетто[X] =
p(d2 + d1)

2
; πм.с.(α)[X] =

p(d2 + d1)

2
(1 + α);

πдисп.(α)[X] =
p(d2 + d1)

2
+ α

[
p(d22 + d1d2 + d21)

3
− p2(d1 + d2)

2

4

]
;

πс.к.в.(α)[X] =
p(d2 + d1)

2
+ α

√
p(d22 + d1d2 + d21)

3
− p2(d1 + d2)2

4
.

Премiя максимальних збиткiв у даному випадку рiвна верхнiй межi

рiвномiрного розподiлу, тобто

πмакс.зб.[X] = d2.

Знайшовши твiрну функцiю

E
[
eαX
]

= p

∫ +∞

−∞
eαxdFX+(x) + (1− p)

∫ +∞

−∞
eαxdFX0(x)

= p
eαd2 − eαd1

α(d2 − d1)
+ 1− p,

отримуємо експоненцiйну премiю

πексп.(α)[X] =
1

α
log(p

eαd2 − eαd1

α(d2 − d1)
+ 1− p).

Так як

E[XeαX ] = p

∫ +∞

0

xeαxdFX+(x) + (1− p)

∫ +∞

0

xeαxdFX0(x)

=
p(αd2e

αd2 − αd1e
αd1 − eαd2 + eαd1)

α2(d2 − d1)
,

то премiя Есшера матиме наступний вигляд

πЕсшер(α)[X] =

=
p (αd2e

αd2 − αd1e
αd1 − eαd1 + eαd1)

α2(d2 − d1)

/(
p (eαd2 − eαd1)

α(d2 − d1)
+ 1− p

)
Премiя вiдрегульована ризиком в даному випадку матиме наступне

представлення

πвiд.риз.(ρ)[X] =

∫ +∞

0

[1− FX(x)]
1/ρdx = p1/ρ

d1 + ρd2
1 + ρ

.
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Квантiльна премiя може бути знайдена безпосерндньо за означен-

ням взявши до уваги стрибок розмiру 1 − p функцiї розподiлу FX(x)

в нулi

πквант.(ε)[X] =


0 для ε ≥ p,

d2 − ε(d2−d1)
p для ε < p.

Обравши функцiю v(x) := (x + 1)2, отримуємо премiю середнього

значення

πс.з.[X] = v−1(E[v(X)]) =

√
p
d22 + d1d2 + d21

3
+ p(d2 + d1) + 1− 1.

Проiлюструємо технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi стра-

ховика на прикладi лiнiйної функцiї корисностi U(x) = ax + b, для

a > 0. Рiвняння (2.26) в даному випадку набуватиме вигляду

b =

∫ d2

d1

[a(πн.к.с.[X]− x) + b]
p

d2 − d1
dx+

+ [a(πн.к.с.[X]− 0) + b][FX(0+)− FX(0−)]

= aπн.к.с.[X] + b− ap
d2 + d1

2
.

Тобто, у випадку лiнiйної функцiї корисностi страховика, отримуємо

πн.к.с.[X] = p
d2 + d1

2
= πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.4, отримуємо премiю нульової

корисностi страховика у випадку експоненцiйної функцiї корисностi

страховика, U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, тобто

πн.к.с.[X] = πексп.(β)[X] =
1

α
log(p

eαd2 − eαd1

α(d2 − d1)
+ 1− p).

Проiлюструємо також технiку пiдрахунку премiї нульової корисно-

стi клiєнта на прикладi лiнiйної функцiї корисностi u(x) = ax+ b, для

a > 0. Рiвняння (2.24) в даному випадку набуватиме вигляду

b− aπн.к.к.[X] =
p

d2 − d1

∫ d2

d1

[b− ax]dx+ b [FX(0+)− FX(0−)]

= b− ap
d2 + d1

2
.
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тобто, шукана премiя має вигляд

πн.к.к.[X] =
p

µ
= πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.6, отримуємо премiю нульо-

вої корисностi клiєнта у випадку експоненцiйної функцiї корисностi,

u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, тобто

πн.к.к.[X] = πексп.(β)[X] =
1

α
log(p

eαd2 − eαd1

α(d2 − d1)
+ 1− p).

Зсунутий нормований пуасонiвський
розподiл виплат

Припустимо, що ризик X призводить до страхового випадку з ймо-

вiрнiстю p, а розмiр страхової компенсацiї має зсунутий нормований

пуасонiвський розподiл виплат.

Введемо випадкову величину X+ з наступним розподiлом

P{X+ ≤ x} = P{X = κn|X > 0}

=
λn−1e−λ

(n− 1)!
для λ > 0, κ > 0 та n = 1, 2, · · · .

Використовуючи тотожнiсть P{A∩B} = P{A|B}·P{B} та приймаючи

до уваги те, що P{X > 0} = p, отримуємо

P{X = κn} = P{X = κn∩X > 0} =
λn−1e−λ

(n− 1)!
p для n = 1, 2, · · · .

Пiдсумовуючи вищеописане, отримуємо розподiл для X:

P{X = κn} =


1− p для n = 0,

λn−1e−λ

(n−1)! p для n = 1, 2, · · · .

Порахуємо математичне сподiвання X

E[X] = 0(1− p) +
+∞∑
n=1

nκ
λn−1e−λ

(n− 1)!
p = κp(1 + λ).
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Порахуємо також другий момент для ризику X

E[X2] = 02(1− p) +
+∞∑
n=1

(nκ)2
λn−1e−λ

(n− 1)!
p = κ2p (λ2 + 3λ+ 1).

Знаючи першi два моменти для ризику X, знаходимо дисперсiю

Var[X] = κ2p (λ2 + 3λ+ 1)− (κp (1 + λ))2

та середньоквадратичне вiдхилення

σ[X] =
√

κ2p (λ2 + 3λ+ 1)− (κp (1 + λ))2.

Використовуючи знайденi основнi характеристики ризикуX, ми мо-

жемо одразу отримати явнi представлення для декiлькох найпростi-

ших премiй

πнетто[X] = E[X] = κp(1 + λ); πм.с.(α)[X] = (1 + α)κp (1 + λ);

πдисп.(α)[X] = κp (1 + λ) + α(κ2p (λ2 + 3λ+ 1)− (κp (1 + λ))2).

πс.к.в.(α)[X] = κp (1 + λ) + α
√

κ2p (λ2 + 3λ+ 1)− (κp (1 + λ))2.

В зв’язку з необмеженiстю зверху розподiлу Пуасона, премiя мак-

симальних збиткiв рiвна нескiнченностi, тобто,

πмакс.зб.[X] = +∞.

Обчисливши твiрну функцiю для X

E[eαX] = (1− p) + peακ−λ exp(λeακ).

знаходимо експоненцiйну премiю

πексп.(α)[X] =
1

α
log((1− p) + peακ−λ exp(λeακ)).

З метою обчислення премiї Есшера, обчислюємо

E[XeαX ] = pκ exp(ακ − λ+ λeακ)(1 + λeακ).

Комбiнуючи щойно отриману тотожнiсть з ранiше отриманим пред-

ставленням для твiрної функцiї, отримуємо премiю Есшера

πЕсшер(α)[X] =
pκ exp(ακ − λ+ λeακ)(1 + λeακ)

(1− p) + peακ−λ exp(λeακ)
.
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Премiя вiдрегульована ризиком в даному випадку рiвна

πвiд.риз.(ρ)[X] = p1/ρκ(1 +
+∞∑
n=0

(1−
n∑

k=0

e−λλk

k!
)1/ρ),

значення щойно отриманої суми можна отримати з використанням,

скажiмо, чисельних методiв.

Квантiльна премiя може бути знайдена за означенням, взявши до

уваги стрибок розмiру 1− p функцiї розподiлу FX(x) в нулi

πквант.(ε)[X] =


0 для ε ≥ p,

minm≥1

{
mκ : 1−

∑m
n=1 e

−λ λn−1

(n−1)! <
ε
p

}
для ε < p.

Обравши функцiю v(x) := (x + 1)2, отримуємо премiю середнього

значення

πс.з.[X] = v−1(E[v(X)]) =
√
κ2p (λ2 + 3λ+ 1) + 2κp (1 + λ) + 1− 1.

Проiлюструємо технiку пiдрахунку премiї нульової корисностi стра-

ховика на прикладi лiнiйної функцiї корисностi U(x) = ax + b, для

a > 0. Рiвняння (2.26) в даному випадку набуватиме вигляду

b =
+∞∑
n=1

[a(πн.к.с.[X]− nκ) + b] · λn−1

(n− 1)!
e−λp+ [aπн.к.с.[X] + b](1− p)

= aπн.к.с.[X] + b− aκp (1 + λ).

Тобто, у випадку лiнiйної функцiї корисностi страховика, отримуємо

πн.к.с.[X] = κp (1 + λ) = πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.4, отримуємо премiю нульової

корисностi страховика у випадку експоненцiйної функцiї корисностi

страховика, U(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, тобто

πн.к.с.[X] = πексп.(β)[X] =
1

α
log((1− p) + peακ−λ exp(λeακ)).

Проiлюструємо також технiку пiдрахунку премiї нульової корисно-

стi клiєнта на прикладi лiнiйної функцiї корисностi клiєнта u(x) =
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ax+ b, для a > 0. Рiвняння нульової корисностi клiєнта (2.24) в дано-

му випадку набуватиме вигляду

b−aπн.к.к.[X] =
+∞∑
n=1

[b−anκ]· λn−1

(n− 1)!
e−λp+b (1−p) = b−aκp (1+λ),

тобто, шукана премiя має вигляд

πн.к.к.[X] = κp (1 + λ) = πнетто[X].

Використавши твердження (b) леми 3.6, отримуємо премiю нульо-

вої корисностi клiєнта у випадку експоненцiйної функцiї корисностi,

u(x) = −αe−βx + γ, для min[α, β] > 0, тобто

πн.к.к.[X] =
1

α
log((1− p) + peακ−λ exp(λeακ)).

Висновки. В четвертому роздiлi дисертацiї нами проведена наступна

робота:

— наведено приклади обчислення страхових премiй для контрактiв

з можливiстю випадкової появи страхової подiї при декiлькох дис-

кретних та неперервних розподiлах виплат;

— наведенi приклади стосуються всiх принципiв обчислення премiй

представлених в другому роздiлi дисертацiї та охоплюють випадки

сталих виплат, а також наступних розподiлiв виплат: експоненцiй-

ного, гiперекспоненцiйного, рiвномiрного та зсунутого нормовано-

го пуасонiвського;

— отриманi явнi формули використовуватимуться при створеннi пi-

лотного програмного забезпечення “Premium Calculator” представ-

леного в додатку А дисертацiї.
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ВИСНОВКИ

При проведеннi дисертацiйних дослiджень були отриманi нижчео-

писанi результати:

— здiйснено оглядовий аналiз моделей дiяльностi страхової компанiї,

а саме, класичної моделi ризику та її узагальнень як то збурена

модель ризику, модель Спаре Андерсена (модель ризику, в якiй

пуасонiвський процес замiняється процесом вiдновлення), модель

зi стохастичним потоком премiй, а також дискретнi моделi з мо-

жливiстю iнвестування;

— проведено класифiкацiю можливих методiв пiдрахунку вартостi

страхових контрактiв при вiдомих розподiлах збиткiв. Зокрема

описано нетто принцип, принцип математичного сподiвання, прин-

цип дисперсiї, принцип середньоквадратичного вiдхилення, прин-

цип максимальних збиткiв, експоненцiйний принцип, принцип Есше-

ра, принцип вiдрегульований ризиком, квантiльний принцип, прин-

цип Ванга, принцип середнього значення, принцип еквiвалентної

корисностi страховика, принцип нульової корисностi страховика,

принцип еквiвалентної корисностi клiєнта та принцип нульової ко-

рисностi клiєнта. Пророблено класифiкацiю методiв оцiнювання за

їх типами: найпростiшi, параметричнi, означенi з використанням

допомiжних функцiй. Для параметричних методiв вивчена власти-

вiсть монотонностi та гранична поведiнка для допустимих значень

параметрiв;

— для описаних принципiв пiдрахунку вартостi страхових контра-
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ктiв здiйснено перевiрку виконання бажаних властивостей. Зокре-

ма, перевiрено виконання властивостей вiдсутностi необгрунтова-

ної надбавки на ризик, невiд’ємностi страхової надбавки, адитив-

ностi, мультиплiкативної iнварiантностi, конзистентностi, вiдсутно-

стi грабування та iтеративностi. Результати перевiрки представле-

но у виглядi сумарної таблицi властивостей;

— для принципу середнього значення, принципiв еквiвалентної i ну-

льової корисностi страховика та принципiв еквiвалентної i нульової

корисностi клiєнта сформульовано та доведено характеризацiйнi

теореми стосовно виконання ними властивостей адитивностi, кон-

зистентностi, iтеративностi та мультиплiкативної iнварiантностi.

Характеризацiйнi теореми сформульованi у виглядi необхiдних та

достатнiх умов.

— отриманi явнi формули оцiнювання вартостi страхових контрактiв

для ризикiв з випадковою появою страхової подiї для наступних

випадкiв розподiлiв страхових компенсацiй: виродженого розпо-

дiлу, експоненцiйного розподiлу, гiперекспоненцiйного розподiлу,

рiвномiрного розподiлу та зсунутого нормованого пуасонiвського

розподiлу;

— використовуючи отриманi явнi формули оцiнювання вартостi стра-

хових кон-трактiв, в середовищi MatLab GUI розроблено пiлотне

програмне забезпечення “Premium Calculator” для аналiзу вартостi

контрактiв при деяких дискретних та неперервних розподiлах ви-

плат. За допомогою розробленого програмного забезпечення ство-

рено таблицi числових iлюстрацiй для контрактiв з можливiстю

випадкової появи страхової подiї при вищевказаними розподiлами

виплат.
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ДОДАТОК A

Програмне забезпечення

В цьому додатку ми представляємо власноруч розроблене в сере-

довищi MatLab GUI пiлотне програмне забезпечення для обчислення

вартостi страхових контрактiв.

A.1. Графiчний iнтерфейс користувача

Програма є легкою у використаннi. Для обчислення вартостi конт-

ракту, треба: 1) ввести ймовiрнiсть появи страхового випадку; 2) обра-

ти розподiл збиткiв та ввести значення параметрiв розподiлу; 3) обра-

ти спосiб оцiнювання вартостi контракту та при необхiдностi задати

параметри; 4) натиснути кнопку “Calculate”.
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A.2. Кодування
function varargout = Premium_Calculator(varargin)

% Begin initialization code - DO NOT EDIT

gui_Singleton = 1;

gui_State = struct(’gui_Name’, mfilename, ’gui_Singleton’, gui_Singleton, ...

’gui_OpeningFcn’, @Premium_Calculator_OpeningFcn, ’gui_OutputFcn’, ...

@Premium_Calculator_OutputFcn, ’gui_LayoutFcn’, [] , ’gui_Callback’, []);

if nargin && ischar(varargin{1})

gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{1});

end

if nargout

[varargout{1:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});

else

gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});

end

% End initialization code - DO NOT EDIT

%This is the opening function for Premium Calculator Program

function Premium_Calculator_OpeningFcn(hObject, eventdata, handles, varargin)

% Choose default command line output for Premium Calculator

handles.output = hObject;

% Update handles structure

guidata(hObject, handles);

% This part sets up initial values of the GUI elements

set(handles.Distribution_Constant, ’Value’, 1);

set(handles.Distribution_Constant_C, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Constant_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Uniform, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Exponential_mu, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);
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set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

% Outputs from this function are returned to the command line.

function varargout = Premium_Calculator_OutputFcn(hObject, eventdata, handles)

% Get default command line output from handles structure

varargout{1} = handles.output;

% This is the Callback function for the Constant Claim button

function Distribution_Constant_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Distribution_Constant, ’Value’, 1);

set(handles.Distribution_Constant_C, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Constant_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Uniform, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Exponential_mu, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the

%Distribution Exponential button

function Distribution_Exponential_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Distribution_Constant, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Constant_C, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Constant_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_hint, ’Enable’, ’off’);
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set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential, ’Value’, 1);

set(handles.Distribution_Exponential_mu, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Exponential_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the

%Distribution Hyperexponential button

function Distribution_Hyperexponential_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Distribution_Constant, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Constant_C, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Constant_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Exponential_mu, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’, 1);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_hint, ’Enable’, ’on’);

%This is the Callback function for the

%Distribution Uniform button

function Distribution_Uniform_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Distribution_Constant, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Constant_C, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Constant_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform, ’Value’, 1);

set(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Uniform_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Exponential_mu, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’Enable’, ’off’);
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set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the

%Distribution Scaled Shifted Poisson button

function Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Distribution_Constant, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Constant_C, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Constant_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Uniform_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’, 1);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Distribution_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Exponential_mu, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’, 0);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Distribution_Hyperexponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This function checks that the value of parameter C

%for the Constant Claim is correctly entered

function Distribution_Constant_C_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for parameter C of the

%Constant Claim

function Distribution_Constant_C_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter mu

%for Exponential Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Exponential_mu_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end
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%This is the Create Function for parameter mu of

%Exponential Claim Distribution

function Distribution_Exponential_mu_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter q

%for Hyperexponential Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Hyperexponential_q_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0 | user_entry >=1

errordlg(’Parameter must be a real number from ...

the interval (0,1)’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for parameter q of

%Hyperexponential Claim Distribution

function Distribution_Hyperexponential_q_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter mu_1

%for Hyperexponential Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Hyperexponential_mu_1_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter mu_1 must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for the parameter mu_1 of

%Hyperexponential Claim Distribution

function Distribution_Hyperexponential_mu_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter mu_2

%for Hyperexponential Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Hyperexponential_mu_2_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0
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errordlg(’Parameter mu_2 must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for parameter mu_2 of

%hyperexponential Distribution

function Distribution_Hyperexponential_mu_2_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter d_1

%for Uniform Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Uniform_d_1_Callback(hObject, eventdata, handles)

d_2=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

elseif user_entry >= d_2 & d_2>0

errordlg(’Parameter d_1 must be smaller than parameter d_2’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for parameter d_1 of

%Uniform Claim Distribution

function Distribution_Uniform_d_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter d_2

%for Uniform Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Uniform_d_2_Callback(hObject, eventdata, handles)

d_1=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

elseif user_entry <= d_1 & d_1>0

errordlg(’Parameter d_2 must be larger than parameter d_1’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end
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%This is the Create Function for parameter d_2 of

%Uniform Claim Distribution

function Distribution_Uniform_d_2_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter kappa for

%Scaled Shifted Poisson Claim Distribution is correctly entered

function Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa_Callback(...

hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for parameter kappa of

%Scaled Shifted Poisson Claim Distribution

function Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa_CreateFcn(...

hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter lambda

%for Scaled Shifted Poisson Claim Distribution

%is correctly entered

function Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda_Callback(...

hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for parameter lambda of

%Scaled Shifted Poisson Claim Distribution

function Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda_CreateFcn...

(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function check that the value of claim appearance

%parameter p is correctly entered

function Claim_Probability_p_Callback(hObject, eventdata, handles)
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user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry < 0 | user_entry >1

errordlg(’Probability of claim appearance must be a ...

real number from the interval [0, 1]’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for claim appearance parameter p

function Claim_Probability_p_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This is the Callback function for the Net Premium button

function Premium_Net_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the

%Expected Value Premium button

function Premium_Expected_Value_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);
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set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the Variance Premium button

function Premium_Variance_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the

%Standard Deviation Premium button
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function Premium_Standard_Deviation_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the

%Exponential Premium button

function Premium_Exponential_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);
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set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the

%Mean Value Premium button

function Premium_Mean_Value_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the

%Percentile Premium button

function Premium_Percentile_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 1);
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set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the

%Maximum Loss Premium button

function Premium_Maximum_Loss_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the Esscher Premium button

function Premium_Esscher_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);
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set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the

%Risk Adjusted Premium button

function Premium_Risk_Adjusted_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the

%Zero Utility (Linear) Premium button

function Premium_Zero_Utility_Linear_Callback(hObject, eventdata, handles)
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set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

%This is the Callback function for the

%Zero Utility (Exponential) Premium button

function Premium_Zero_Utility_Exponential_Callback(hObject, eventdata, handles)

set(handles.Premium_Net, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Expected_Value_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Variance_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Variance_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Standard_Deviation_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Exponential_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Exponential_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Percentile_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Esscher_alpha, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Esscher_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’, 0);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Risk_Adjusted_hint, ’Enable’, ’off’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’, 0);
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set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’, 1);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’Enable’, ’on’);

set(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_hint, ’Enable’, ’on’);

%This function checks that the value of parameter alpha for

%Expected Value Premium Principle is correctly entered

function Premium_Expected_Value_alpha_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for parameter alpha of

%Expected Value Premium Principle

function Premium_Expected_Value_alpha_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter alpha of

%Variance Premium Principle is correctly entered

function Premium_Variance_alpha_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for parameter alpha of

%Variance Premium Principle

function Premium_Variance_alpha_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter alpha of

%Standard Deviation Premium Principle is correctly entered

function Premium_Standard_Deviation_alpha_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for parameter alpha of

%Standard Deviation Premium Principle

function Premium_Standard_Deviation_alpha_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
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if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter alpha of

%Exponential Premium Principle is correctly entered

function Premium_Exponential_alpha_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for parameter alpha of

%Exponential Premium Principle

function Premium_Exponential_alpha_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter epsilon of

%Percentile Premium Principle is correctly entered

function Premium_Percentile_epsilon_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry < 0 | user_entry >1

errordlg(’Parameter must be a real number from ...

the interval [0,1]’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for parameter epsilon of

%Percentile Premium Principle

function Premium_Percentile_epsilon_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter alpha of

%Esscher Premium Principle is correctly entered

function Premium_Esscher_alpha_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end
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%This is the Create Function for parameter alpha of

%Esscher Premium Principle

function Premium_Esscher_alpha_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter rho of

%Risk Adjusted Premium Principle is correctly entered

function Premium_Risk_Adjusted_rho_Callback(hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry < 1

errordlg(’Parameter must be a real number which...

not smaller then 1’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for parameter rho of

%Risk Adjusted Premium Principle

function Premium_Risk_Adjusted_rho_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This function checks that the value of parameter alpha of

%Zero Utility (exponential) Premium Principle

%is correctly entered

function Premium_Zero_Utility_Exponential_beta_Callback(...

hObject, eventdata, handles)

user_entry=str2double(get(hObject,’String’));

if isnan(user_entry) | user_entry <= 0

errordlg(’Parameter must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

set(hObject, ’string’, ’0.0’);

guidata(hObject, handles);

end

%This is the Create Function for parameter alpha of

%Zero Utility (exponential) Premium Principle

function Premium_Zero_Utility_Exponential_beta_CreateFcn(...

hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This is the Callback of the Output box

function Output_Premium_Callback(hObject, eventdata, handles)

%This is the Create Function of the Output box

function Output_Premium_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
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if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’), ...

get(0,’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set(hObject,’BackgroundColor’,’white’);

end

%This is the CallBack function of the Calculate Button

function Output_Button_Callback(hObject, eventdata, handles)

%Parameter_flag is the flag variable

%that checks if all parameters are correctly entered

parameters_flag=0;

%this checks if parameter C of the Constant Claim

%is correctly enterd

if get(handles.Distribution_Constant, ’Value’)==1

if str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’))<=0

errordlg(’Parameter C must be a positive real number’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%this checks if parameter mu of Exponential Claim Distribution

%is correctly enterd

if get(handles.Distribution_Exponential, ’Value’)==1

if str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’))<=0

errordlg(’Parameter of Exponential Distribution...

must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%this checks if parameters of

%Hyperexponential Claim Distribution are correctly entered

if get(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’)==1

if str2double(get(...

handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’))<=0 | ...

str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ...

’string’))>= 1

errordlg(’Parameter q of Hyperexponential ...

Distribution must be a real number from...

the interval (0, 1)’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

elseif str2double(get(...

handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ’string’))<=0

errordlg(’Parameter mu_1 of Hyperexponential...

Distribution must be a positive real number’,...

’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

elseif str2double(get(...

handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ’string’))<=0

errordlg(’Parameter mu_2 of Hyperexponential Distribution ...

must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end
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%this checks if parameters of Uniform Claim Distribution

%are correctly entered

if get(handles.Distribution_Uniform, ’Value’)==1

if str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’))<=0

errordlg(’Parameter d_1 of Uniform Distribution...

must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

elseif str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’))<=0

errordlg(’Parameter d_2 of Uniform Distribution must...

be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%this checks if parameters of Scaled Shifted Poisson

%Claim Distribution are correctly entered

if get(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ’Value’)==1

if str2double(...

get(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’))<=0

errordlg(’Parameter kappa of Scaled Shifted Poisson Distribution ...

must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

elseif str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’))<=0

errordlg(’Parameter lambda of Scaled Shifted Poisson Distribution ...

must be a positive real number’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%this checks if claim probability p is correctly entered

if parameters_flag==0 && str2double(...

get(handles.Claim_Probability_p, ’string’))<0 | ...

str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’))>1

errordlg(’Probability of claim appearance must be a real...

number from the interval (0, 1]’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

%This checks if parameter alpha of Expected Value

%Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Expected Value Premium Principle!’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks if parameter alpha of Variance

%Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Variance, ’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Variance_alpha, ’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Variance Premium Principle!’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end
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%This checks if parameter alpha of Standard Deviation

%Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Standard Deviation...

Premium Principle!’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks if parameter alpha of Exponential

%Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Exponential, ’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Exponential_alpha, ’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Exponential Premium Principle!’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks if parameter epsilon of the percentile

%premium principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Percentile, ’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Percentile Premium Principle!’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks if the parameter alpha of Esscher

%Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Esscher, ’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Esscher_alpha, ’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Esscher Premium Principle!’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks if parameter rho of Risk Adjusted

%Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Risk Adjusted Premium Principle’, ...

’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;

end

end

%This checks if parameter beta of Zero Utility (Exponential)

%Premium Principle is correctly entered

if parameters_flag==0 && get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’)

if str2double(get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’string’))<=0

errordlg(’Set Up Parameter of Zero Utility (Exponential) ...

Premium Principle’, ’Bad Input’, ’modal’);

parameters_flag=1;
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end

end

% This part calculates premiums for the case of Constant Claim

if parameters_flag==0 && get(handles.Distribution_Constant, ’Value’)

if get(handles.Premium_Net, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

answer=C*p;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

alpha=str2double(...

get(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’string’));

answer=C*p*(1+alpha);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Variance, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Variance_alpha, ’string’));

answer=C*p+alpha*C^2*(p-p^2);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’string’));

answer=C*p+alpha*C*sqrt(p-p^2);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Exponential_alpha, ’string’));

answer=(1/alpha)*log(1-p+exp(alpha*C)*p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

answer=C*sqrt(p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Percentile, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

epsilon=str2double(get(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’string’));

if epsilon <= p

answer=C;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’0’);

end

elseif get(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’)

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

answer=C;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Esscher, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Esscher_alpha, ’string’));
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answer=(C*exp(alpha*C)*p)/(1-p+exp(alpha*C)*p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

rho=str2double(...

get(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’string’));

answer=C*p^(1/rho);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

answer=C*p;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

C=str2double(get(handles.Distribution_Constant_C, ’string’));

beta=str2double(get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ...

’string’));

answer=(1/beta)*log(1-p+exp(beta*C)*p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

end

end

%This part calculates premiums for the case of

%Exponential Claim Distribution

if parameters_flag==0 && get(handles.Distribution_Exponential, ’Value’)

if get(handles.Premium_Net, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

answer=p/mu;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’string’));

answer=(p/mu)*(1+alpha);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Variance, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Variance_alpha, ’string’));

answer=p/mu+alpha*(2*p-p^2)/(mu^2);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’string’));

answer=(p+alpha*sqrt(2*p-p^2))/mu;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Exponential_alpha, ’string’));

if alpha < mu

answer=(1/alpha)*log(p*mu/(mu-alpha)+1-p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else
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set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

end

elseif get(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

answer=sqrt(2*p)/mu;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Percentile, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

epsilon=str2double(get(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’string’));

if epsilon < p

answer=(-1/mu)*log(epsilon/p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’0’);

end

elseif get(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’)

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

elseif get(handles.Premium_Esscher, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Esscher_alpha, ’string’));

if alpha < mu

answer=p*mu/((mu-alpha+p*alpha)*(mu-alpha));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

end

elseif get(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

rho=str2double(get(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’string’));

answer=p^(1/rho)*rho/mu;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

answer=p/mu;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

mu=str2double(get(handles.Distribution_Exponential_mu, ’string’));

beta=str2double(get(...

handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’string’));

if beta < mu

answer=(1/beta)*log(p*mu/(mu-beta)+1-p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

end

end

end

%This part calculates premiums for the case of

%Hyperexponential Claim Distribution

if parameters_flag==0 && get(handles.Distribution_Hyperexponential, ’Value’)

if get(handles.Premium_Net, ’Value’)
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p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ...

’string’));

mu_2=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ...

’string’));

answer=p*q/mu_1+p*(1-q)/mu_2;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ...

’string’));

mu_2=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ...

’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’string’));

answer=(p*q/mu_1+p*(1-q)/mu_2)*(1+alpha);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Variance, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ...

’string’));

mu_2=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ...

’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Variance_alpha, ’string’));

answer=p*q/mu_1+p*(1-q)/mu_2+alpha*(2*p*q/(mu_1)^2+...

2*p*(1-q)/(mu_2)^2-(p*q/mu_1+p*(1-q)/mu_2)^2);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ...

’string’));

mu_2=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ...

’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ...

’string’));

answer=p*q/mu_1+p*(1-q)/mu_2+...

alpha*sqrt(2*p*q/(mu_1)^2+2*p*(1-q)/(mu_2)^2-...

(p*q*mu_1+p*(1-q)/mu_2)^2);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ...

’string’));

mu_2=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ...

’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Exponential_alpha, ’string’));

if alpha < min(mu_1, mu_2)

answer=(1/alpha)*log(p*mu_1*q/(mu_1-alpha)+...

p*mu_2*(1-q)/(mu_2-alpha)+1-p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

end

elseif get(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’)
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p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ...

’string’));

mu_2=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ...

’string’));

answer=sqrt(2*p*q/(mu_1)^2+2*p*(1-q)/(mu_2)^2);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Percentile, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ...

’string’));

mu_2=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ...

’string’));

epsilon=str2double(get(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’string’));

if epsilon < p

vspom2=inline(’x(1)*x(2)*exp(-x(3)*x(6))+x(1)*(1-...

x(2))*exp(-x(4)*x(6))-x(5)’,’x’);

answer=fmincon(vspom2,[p,q,mu_1,mu_2,epsilon,2],...

[],[],[],[],[p,q,mu_1,mu_2,epsilon,0],...

[p,q,mu_1,mu_2,epsilon,inf]);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer(6)));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’0’);

end

elseif get(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’)

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

elseif get(handles.Premium_Esscher, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ...

’string’));

mu_2=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ...

’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Esscher_alpha, ’string’));

if alpha < min(mu_1, mu_2)

answer=(p*mu_1*q*(mu_2)^2+p*mu_1*q*alpha^2+...

p*mu_2*(mu_1)^2-2*p*mu_1*mu_2*alpha+p*mu_2*alpha^2-...

p*q*mu_2*(mu_1)^2-p*q*mu_2*alpha^2)/((mu_1-alpha)*...

(mu_2-alpha)*((mu_2-alpha+p*alpha)*(mu_1-alpha)-...

alpha*p*q*(mu_1-mu_2)));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

end

elseif get(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ...

’string’));

mu_2=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ...

’string’));

rho=str2double(get(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’string’));

syms z;

answer=double(int((p*q*exp(-mu_1*z) +...

p*(1-q)*exp(-mu_2*z)).^(1./rho) ,z,0,inf));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));
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elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ...

’string’));

mu_2=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ...

’string’));

answer=p*q/mu_1+p*(1-q)/mu_2;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

q=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_q, ’string’));

mu_1=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_1, ...

’string’));

mu_2=str2double(get(handles.Distribution_Hyperexponential_mu_2, ...

’string’));

beta=str2double(get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ...

’string’));

if beta < min(mu_1, mu_2)

answer=(1/beta)*log(1-p -p*mu_1*q/(beta-mu_1)-...

p*mu_2*(1-q)/(beta-mu_2));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

end

end

end

%This part calculates premiums for the case of

%Uniform Claim Distribution

if parameters_flag==0 && get(handles.Distribution_Uniform, ’Value’)

if get(handles.Premium_Net, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

answer=(p*(d_2+d_1))/2;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’string’));

answer=(1+alpha)*(p*(d_2+d_1))/2;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Variance, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Variance_alpha, ’string’));

answer=(p*(d_2+d_1))/2+alpha*(p*(d_2^2+d_1*d_2+...

d_1^2)/3-p^2*(d_1+d_2)^2/4);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ...

’string’));
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answer=(p*(d_2+d_1))/2+alpha*sqrt(p*(d_2^2+d_1*d_2+...

d_1^2)/3-p^2*(d_1+d_2)^2/4);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Exponential_alpha, ’string’));

answer=(1/alpha)*log(p*(exp(alpha*d_2)-...

exp(alpha*d_1))/(alpha*(d_2-d_1))+1-p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

answer=sqrt(p*(d_2^2+d_1*d_2+d_1^2)/3);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Percentile, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

epsilon=str2double(get(handles.Premium_Percentile_epsilon, ’string’));

if epsilon < p

answer=d_2-epsilon*(d_2-d_1)/p;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’0’);

end

elseif get(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’)

d_1=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

answer=d_2;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Esscher, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Esscher_alpha, ’string’));

answer=p*(alpha*d_2*exp(alpha*d_2)-alpha*d_1*...

exp(alpha*d_1)-exp(alpha*d_2)+exp(alpha*d_1))/...

(alpha*p*(exp(alpha*d_2)-exp(alpha*d_1))+...

alpha^2*(1-p)*(d_2-d_1));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

rho=str2double(get(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’string’));

answer= p^(1./rho)*(d_1+p*d_2)/(1+p)

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

d_1=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

answer=(p*(d_2+d_1))/2;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));
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d_1=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_1, ’string’));

d_2=str2double(get(handles.Distribution_Uniform_d_2, ’string’));

beta=str2double(get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ...

’string’));

answer=(1/beta)*log(p*(exp(beta*d_2)-exp(beta*d_1))/...

(beta*(d_2-d_1))+1-p);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

end

end

% This part calculates premiums for the case of

%Scaled Shifted Poisson Claim Distribution

if parameters_flag==0 && get(handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson, ...

’Value’)

if get(handles.Premium_Net, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

answer=kappa*p*(1+lambda);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Expected_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

alpha=str2double(get(...

handles.Premium_Expected_Value_alpha, ’string’));

answer=(1+alpha)*kappa*p*(1+lambda);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Variance, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Variance_alpha, ’string’));

answer=kappa*p*(1+lambda)+alpha*(kappa^2*p*(lambda^2+...

3*lambda)-kappa^2*p^2*(2*lambda+lambda^2));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Standard_Deviation, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

alpha=str2double(get(

handles.Premium_Standard_Deviation_alpha, ’string’));

answer=kappa*p*(1+lambda)+alpha*sqrt(kappa^2*p*...

(lambda^2+3*lambda)-kappa^2*p^2*(2*lambda+lambda^2));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...
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handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Exponential_alpha, ’string’));

answer=(1/alpha)*log(1-p+p*exp(alpha*kappa-...

lambda)*exp(lambda*exp(alpha*kappa)));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Mean_Value, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

answer=kappa^2*p*(lambda^2+3*lambda+1);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Percentile, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

epsilon=str2double(get(...

handles.Premium_Percentile_epsilon, ’string’));

if epsilon < p

m=1;

summa_po_n=0;

vspom=exp(-lambda);

while summa_po_n<=(1-epsilon/p)

summa_po_n=summa_po_n+vspom;

vspom=vspom*lambda/m;

m=m+1;

end

answer=m*kappa;

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

else

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’0’);

end

elseif get(handles.Premium_Maximum_Loss, ’Value’)

set(handles.Output_Premium, ’string’, ’infinity’);

elseif get(handles.Premium_Esscher, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

alpha=str2double(get(handles.Premium_Esscher_alpha, ’string’));

answer=p*kappa*exp(alpha*kappa-lambda+lambda*...

exp(alpha*kappa))*(1+lambda*exp(alpha*kappa))/(1-p+...

p*exp(alpha*kappa-lambda)*exp(lambda*exp(alpha*kappa)));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Risk_Adjusted, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

rho=str2double(get(handles.Premium_Risk_Adjusted_rho, ’string’));

summa_po_n=0;

summa_po_k=0;

while 1-summa_po_k>0.0001
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k=0;

summa_po_k=0;

vspom=exp(-1*lambda);

kfactorial=1;

while lambda^k./kfactorial> 0.0001

summa_po_k= summa_po_k+vspom;

k=k+1;

kfactorial=kfactorial*k;

vspom=vspom*lambda./k;

end

summa_po_n=summa_po_n+(1-summa_po_k)^(1./rho);

end

answer= p^(1./rho)*kappa*(1-summa_po_n);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Linear, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

answer=kappa*p*(1+lambda);

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

elseif get(handles.Premium_Zero_Utility_Exponential, ’Value’)

p=str2double(get(handles.Claim_Probability_p, ’string’));

kappa=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_kappa, ’string’));

lambda=str2double(get(...

handles.Distribution_Scaled_Shifted_Poisson_lambda, ’string’));

beta=str2double(get(...

handles.Premium_Zero_Utility_Exponential_beta, ’string’));

answer=(1/beta)*log(1-p+...

p*exp(beta*kappa-lambda)*exp(lambda*exp(beta*kappa)));

set(handles.Output_Premium, ’string’, num2str(answer));

end

end

%This returns Calculate button to the upper position

set(handles.Output_Button, ’Value’, 0);
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ДОДАТОК B

Числовi iлюстрацiї

В цьому додатку ми наводимо числовi iлюстрацiї для деяких розпо-

дiлiв виплат з використанням явних формул оцiнювання вартостi стра-

хових контрактiв, отриманих в четвертому роздiлi дисертацiї. Число-

вi iлюстрацiї, отриманi з використанням розробленого нами пiлотного

програмного забезпечення для оцiнювання вартостi страхових контра-

ктiв представленого в Додатку А.

Сталi виплати з випадковою появою

Таблиця B.1 (частина перша)

Спосiб оцiнювання Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

C = 0.2 0.02 0.04 0.1
Нетто C = 2 0.2 0.4 1

C = 20 2 4 10
α = 0.2 0.024 0.048 0.12

C = 0.2 α = 0.5 0.03 0.06 0.15
Математичного α = 0.8 0.036 0.072 0.18
сподiвання α = 0.2 0,24 0.48 1.2

C = 2 α = 0.5 0.3 0.6 1.5
α = 0.8 0.36 0.72 1.8
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Таблиця B.1 (частина друга)

Спосiб оцiнювання Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

Математичного α = 0.2 2.4 4.8 12
сподiвання C = 20 α = 0.5 3 6 15

α = 0.8 3.6 7.2 18
α = 0.2 0.0207 0.0412 0.102

C = 0.2 α = 0.5 0.0218 0.0432 0.105
α = 0.8 0.0228 0.0451 0.108
α = 0.2 0.272 0.528 1.2

Дисперсiї C = 2 α = 0.5 0.38 0.72 1.5
α = 0.8 0.488 0.912 1.8
α = 0.2 9.2 16.8 30

C = 20 α = 0.5 20 36 60
α = 0.8 30.8 55.2 90
α = 0.2 0.032 0.056 0.12

C = 0.2 α = 0.5 0.05 0.08 0.15
α = 0.8 0.068 0.104 0.18

Середньо- α = 0.2 0.32 0.56 1.2
квадратичного C = 2 α = 0.5 0.5 0.8 1.5
вiдхилення α = 0.8 0.68 1.04 1.8

α = 0.2 3.2 5.6 12
C = 20 α = 0.5 5 8 15

α = 0.8 6.8 10.4 18
α = 0.2 0.0203 0.0406 0.101

C = 0.2 α = 1 0.0218 0.0433 0.1049
Експоненцiйний α = 20 0.0925 0.1230 0.1662

α = 0.2 0.2401 0.4691 1.0993
C = 2 α = 1 0.4940 0.8232 1.4338

α = 20 1.8849 1.9195 1.9653
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Таблиця B.1 (частина третя)

Спосiб оцiнювання Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

α = 0.2 9.25 12.3063 16.625
Експоненцiйний C = 20 α = 1 17.6974 18.3906 19.3069

α = 20 19.8849 19.9195 19.9653
Середнього C = 0.2 (x+ 1)2 0.0632 0.0894 0.1414
значення C = 2 (x+ 1)2 0.6324 0.8944 1.4142

C = 20 (x+ 1)2 6.3246 8.9443 14.1421
ε = 0.1 0.2 0.2 0.2

C = 0.2 ε = 0.2 0 0.2 0.2
ε = 0.3 0 0 0.2
ε = 0.1 2 2 2

Квантiльний C = 2 ε = 0.2 0 2 2
ε = 0.3 0 0 2
ε = 0.1 20 20 20

C = 20 ε = 0.2 0 20 20
ε = 0.3 0 0 20

Максимальних C = 0.2 0.2 0.2 0.2
збиткiв C = 2 2 2 2

C = 20 20 20 20
α = 0.2 0.0207 0.0412 0.102

C = 0.2 α = 1 0.0238 0.0467 0.1099
α = 20 0.1717 0.1863 0.1964
α = 0.2 0.2843 0.5432 1.1974

Есшера C = 2 α = 1 0.9017 1.2976 1.7616
α = 20 2 2 2
α = 0.2 17.1697 18.6348 19.6403

C = 20 α = 1 20 20 20
α = 20 20 20 20
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Таблиця B.1 (частина четверта)

Спосiб оцiнювання Виплата Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

ρ = 1.5 0.043 0.0683 0.1259
C = 0.2 ρ = 3 0.0928 0.1169 0.1587

ρ = 5 0.1261 0.1449 0.1741
Вiдрегульований ρ = 1.5 0.4308 0.6839 1.2599
ризиком C = 2 ρ = 3 0.9283 1.1696 1.5874

ρ = 5 1.2619 1.4496 1.7411
ρ = 1.5 4.3089 6.8399 12.5992

C = 20 ρ = 3 9.2832 11.6961 15.874
ρ = 5 12.6191 14.4956 17.411

Нульової корисностi з C = 0.2 0.02 0.04 0.1
лiнiйною C = 2 0.2 0.4 1
функцiєю корисностi C = 20 2 4 10

β = 0.2 0.0203 0.0406 0.101
C = 0.2 β = 1 0.0218 0.0433 0.1049

β = 20 0.0925 0.123 0.1662
Нульової корисностi з β = 0.2 0.2401 0.4691 1.0993
експоненцiйною C = 2 β = 1 0.494 0.8232 1.4338
функцiєю корисностi β = 20 1.8849 1.9195 1.9653

β = 0.2 9.25 12.3063 16.625
C = 20 β = 1 17.6974 18.3906 19.3069

β = 20 19.8849 19.9195 19.9653
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Експоненцiйний розподiл виплат

Таблиця B.2 (частина перша)

Спосiб оцiнювання Параметр Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

µ = 0.5 0.2 0.4 1
Нетто µ = 1 0.1 0.2 0.5

µ = 5 0.02 0.04 0.1
α = 0.2 0.24 0.48 1.2

µ = 0.5 α = 0.5 0.3 0.6 1.5
α = 0.8 0.36 0.72 1.8

Математичного α = 0.2 0.12 0.24 0.6
сподiвання µ = 1 α = 0.5 0.15 0.3 0.75

α = 0.8 0.18 0.36 0.9
α = 0.2 0.024 0.048 0.12

µ = 5 α = 0.5 0.03 0.06 0.15
α = 0.8 0.036 0.072 0.18
α = 0.2 0.352 0.688 1.6

µ = 0.5 α = 0.5 0.58 1.12 2.5
α = 0.8 0.808 1.552 3.4
α = 0.2 0.138 0.272 0.65

Дисперсiї µ = 1 α = 0.5 0.195 0.38 0.875
α = 0.8 0.252 0.488 1.1
α = 0.2 0.0215 0.0428 0.106

µ = 5 α = 0.5 0.0238 0.0472 0.115
α = 0.8 0.026 0.0515 0.124

Середньо- α = 0.2 0.3743 0.64 1.3464
квадратичного µ = 0.5 α = 0.5 0.6358 1 1.866
вiдхилення α = 0.8 0.8974 1.36 2.3856
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Таблиця B.2 (частина друга)

Спосiб оцiнювання Параметр Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

α = 0.2 0.1871 0.32 0.6732
Середньо- µ = 1 α = 0.5 0.3179 0.5 0.933
квадратичного α = 0.8 0.4487 0.68 1.1928
вiдхилення α = 0.2 0.0374 0.064 0.1346

µ = 5 α = 0.5 0.0635 0.1 0.1866
α = 0.8 0.0897 0.136 0.2385
α = 0.2 0.3226 0.6258 1.4384

µ = 0.5 α = 1 +∞ +∞ +∞
α = 20 +∞ +∞ +∞
α = 0.2 0.1234 0.2439 0.5889

Експоненцiйний µ = 1 α = 1 +∞ +∞ +∞
α = 20 +∞ +∞ +∞
α = 0.2 0.0207 0.0414 0.1031

µ = 5 α = 1 0.0246 0.0487 0.1177
α = 20 +∞ +∞ +∞

Середнього µ = 0.5 (x+ 1)2 0.8944 1.2649 2
значення µ = 1 (x+ 1)2 0.4472 0.6324 1

µ = 5 (x+ 1)2 0.0894 0.1264 0.2
ε = 0.1 0 1.3863 3.2189

µ = 0.5 ε = 0.2 0 0 1.8326
ε = 0.3 0 0 1.0217
ε = 0.1 0 0.6931 1.6094

Квантiльний µ = 1 ε = 0.2 0 0 0.9162
ε = 0.3 0 0 0.5108
ε = 0.1 0 0.1386 0.3218

µ = 5 ε = 0.2 0 0 0.1832
ε = 0.3 0 0 0.1021

Макс. збиткiв µ > 0 +∞ +∞ +∞
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Таблиця B.2 (частина третя)

Спосiб оцiнювання Параметр Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

α = 0.2 0.5208 0.9803 2.0833
µ = 0.5 α = 1 +∞ +∞ +∞

α = 20 +∞ +∞ +∞
α = 0.2 0.1524 0.2976 0.6944

Есшера µ = 1 α = 1 +∞ +∞ +∞
α = 20 +∞ +∞ +∞
α = 0.2 0.0216 0.043 0.1062

µ = 5 α = 1 0.0304 0.0595 0.1388
α = 20 +∞ +∞ +∞
ρ = 1.5 0.6463 1.026 1.8899

µ = 0.5 ρ = 3 2.785 3.5088 4.7622
ρ = 5 6.3096 7.2478 8.7055

Вiдрегульований ρ = 1.5 0.3231 0.5129 0.9449
ризиком µ = 1 ρ = 3 1.3925 1.7544 2.3811

ρ = 5 3.1548 3.6239 4.3528
ρ = 1.5 0.6463 0.1026 0.1889

µ = 5 ρ = 3 0.2785 0.3508 0.4762
ρ = 5 0.6309 0.7247 0.8705

Нульової корисностi з µ = 0.5 0.2 0.4 1
лiнiйною µ = 1 0.1 0.2 0.5
функцiєю корисностi µ = 5 0.02 0.04 0.1

β = 0.2 0.3226 0.6258 1.4384
Нульової корисностi з µ = 0.5 β = 1 +∞ +∞ +∞
експоненцiйною β = 20 +∞ +∞ +∞
функцiєю корисностi β = 0.2 0.1234 0.2439 0.5889

µ = 1 β = 1 +∞ +∞ +∞
β = 20 +∞ +∞ +∞
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Таблиця B.2 (частина четверта)

Спосiб оцiнювання Параметр Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

Нульової корисностi з β = 0.2 0.0207 0.0414 0.1031
експоненцiйною µ = 5 β = 1 0.0246 0.0487 0.1177
функцiєю корисностi β = 20 +∞ +∞ +∞

Гiперекспоненцiйний розподiл виплат

Таблиця B.3 (частина перша)

Спосiб оцiнювання Параметри Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

q = 0.2

µ1 = 0.1 0.216 0.432 1.08
µ2 = 5

q = 0.5

Нетто µ1 = 0.1 0.51 1.02 2.55
µ2 = 5

q = 0.8

µ1 = 0.1 0.804 1.608 4.02
µ2 = 5

q = 0.2 α = 0.2 0.2592 0.5184 1.296
µ1 = 0.1 α = 0.5 0.324 0.648 1.62

Математичного µ2 = 5 α = 0.8 0.3888 0.7776 1.944
сподiвання q = 0.5 α = 0.2 0.612 1.224 3.06

µ1 = 0.1 α = 0.5 0.765 1.53 3.825
β = 5 α = 0.8 0.918 1.836 4.59
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Таблиця B.3 (частина друга)

Спосiб оцiнювання Параметри Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

Математичного q = 0.8 α = 0.2 0.9648 1.9296 4.824
сподiвання µ1 = 0.1 α = 0.5 1.206 2.412 6.03

µ2 = 5 α = 0.8 1.4472 2.8944 7.236
q = 0.2 α = 0.2 1.0079 1.9972 4.8531
µ1 = 0.1 α = 0.5 2.1959 4.3451 10.5128
µ2 = 5 α = 0.8 3.3838 6.6929 16.1725
q = 0.5 α = 0.2 2.4588 4.8135 11.2535

Дисперсiї µ1 = 0.1 α = 0.5 5.3819 10.5038 24.3088
µ2 = 5 α = 0.8 8.3051 16.1941 37.364
q = 0.8 α = 0.2 3.875 7.4915 16.7895
µ1 = 0.1 α = 0.5 8.4816 16.3168 35.9438
µ2 = 5 α = 0.8 13.0881 25.142 55.0981
q = 0.2 α = 0.2 0.6163 0.998 1.975
µ1 = 0.1 α = 0.5 1.2168 1.8472 3.3174
µ2 = 5 α = 0.8 1.8172 2.6964 4.6598

Середньо- q = 0.5 α = 0.2 1.1426 1.9146 3.9644
квадратичного µ1 = 0.1 α = 0.5 2.0914 3.2565 6.086
вiдхилення µ2 = 5 α = 0.8 3.0403 4.5983 8.2077

q = 0.8 α = 0.2 1.604 2.7394 5.8089
µ1 = 0.1 α = 0.5 2.8041 4.4365 8.4923
µ2 = 5 α = 0.8 4.0041 6.1337 11.1756
q = 0.2 α = 0.02 0.2653 0.5293 1.3129
µ1 = 0.1 α = 1 +∞ +∞ +∞

Експоненцiйний µ2 = 5 α = 20 +∞ +∞ +∞
q = 0.5 α = 0.02 0.631 1.2542 3.0785
µ1 = 0.1 α = 1 +∞ +∞ +∞
µ2 = 5 α = 20 +∞ +∞ +∞



192

Таблиця B.3 (частина третя)

Спосiб оцiнювання Параметри Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

q = 0.8 α = 0.02 0.994 1.9688 4.7838
Експоненцiйний µ1 = 0.1 α = 1 +∞ +∞ +∞

µ2 = 5 α = 20 +∞ +∞ +∞
q = 0.2

µ1 = 0.1 (x+ 1)2 2.0016 2.8307 4.4757
µ2 = 5

Середнього q = 0.5

значення µ1 = 0.1 (x+ 1)2 3.1629 4.473 7.0725
µ2 = 5

q = 0.8

µ1 = 0.1 (x+ 1)2 4.0002 5.6571 8.9447
µ2 = 5

q = 0.2 ε = 0.1 0 100.45 110.57
µ1 = 0.1 ε = 0.2 0 0 84.05
µ2 = 5 ε = 0.3 0 0 75.12
q = 0.5 ε = 0.1 0 105.53 114.31

Квантiльний µ1 = 0.1 ε = 0.2 0 0 105.04
µ2 = 5 ε = 0.3 0 0 95.12
q = 0.8 ε = 0.1 0 114.94 121.03
µ1 = 0.1 ε = 0.2 0 0 110.14
µ2 = 5 ε = 0.3 0 0 102.04

Макс. збиткiв +∞ +∞ +∞
q = 0.2 α = 0.02 0.3268 0.6503 1.6006
µ1 = 0.1 α = 1 +∞ +∞ +∞

Есшера µ2 = 5 α = 20 +∞ +∞ +∞
q = 0.5 α = 0.02 0.7814 1.5435 3.7204
µ1 = 0.1 α = 1 +∞ +∞ +∞
µ2 = 5 α = 20 +∞ +∞ +∞
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Таблиця B.3 (частина четверта)

Спосiб оцiнювання Параметри Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

q = 0.8 α = 0.02 1.2293 2.4112 5.6981
Есшера µ1 = 0.1 α = 1 +∞ +∞ +∞

µ2 = 5 α = 20 +∞ +∞ +∞
q = 0.2 ρ = 1.5 1.1378 1.8062 3.327
µ1 = 0.1 ρ = 3 8.1941 10.3239 14.0117
µ2 = 5 ρ = 5 22.9135 26.3207 31.6145

Вiдрегульований q = 0.5 ρ = 1.5 2.0528 3.2587 6.0025
ризиком µ1 = 0.1 ρ = 3 11.0739 13.9522 18.9361

µ2 = 5 ρ = 5 27.4831 31.5698 37.9192
q = 0.8 ρ = 1.5 2.7911 4.4305 8.1611
µ1 = 0.1 ρ = 3 12.9336 16.2953 22.1162
µ2 = 5 ρ = 5 30.1767 34.664 41.6357
q = 0.2

µ1 = 0.1 0.216 0.432 1.08
µ2 = 5

Нульової корисностi з q = 0.5

лiнiйною µ1 = 0.1 0.51 1.02 2.55
функцiєю корисностi µ2 = 5

q = 0.8

µ1 = 0.1 0.804 1.608 4.02
µ2 = 5

q = 0.2 β = 0.02 0.2653 0.5293 1.3129
Нульової корисностi з µ1 = 0.1 β = 1 +∞ +∞ +∞
експоненцiйною µ2 = 5 β = 20 +∞ +∞ +∞
функцiєю корисностi q = 0.5 β = 0.02 0.631 1.2542 3.0785

µ1 = 0.1 β = 1 +∞ +∞ +∞
µ2 = 5 β = 20 +∞ +∞ +∞
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Таблиця B.3 (частина п’ята)

Спосiб оцiнювання Параметри Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

Нульової корисностi з q = 0.8 β = 0.02 0.994 1.9688 4.7838
експоненцiйною µ1 = 0.1 β = 1 +∞ +∞ +∞
функцiєю корисностi µ2 = 5 β = 20 +∞ +∞ +∞

Рiвномiрний розподiл виплат

Таблиця B.4 (частина перша)

Спосiб оцiнювання Межi Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

d1 = 0.2 0.03 0.06 0.15
d2 = 0.4

Нетто d1 = 0.5 0.1 0.2 0.5
d2 = 1.5

d1 = 2 1.1 2.2 5.5
d2 = 20

d1 = 0.2 α = 0.2 0.036 0.072 0.18
d2 = 0.4 α = 0.5 0.045 0.09 0.225

α = 0.8 0.054 0.108 0.27
Математичного d1 = 0.5 α = 0.2 0.12 0.24 0.6
сподiвання d2 = 1.5 α = 0.5 0.15 0.3 0.75

α = 0.8 0.18 0.36 0.9
d1 = 2 α = 0.2 1.32 2.64 6.6
d2 = 20 α = 0.5 1.65 3.3 8.25

α = 0.8 1.98 3.96 9.9
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Таблиця B.4 (частина друга)

Спосiб оцiнювання Межi Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

d1 = 0.2 α = 0.2 0.0316 0.063 0.1548
d2 = 0.4 α = 0.5 0.0342 0.0675 0.1621

α = 0.8 0.0367 0.0721 0.1693
d1 = 0.5 α = 0.2 0.1196 0.2353 0.5583

Дисперсiї d2 = 1.5 α = 0.5 0.1491 0.2883 0.6458
α = 0.8 0.1786 0.3413 0.7333

d1 = 2 α = 0.2 3.881 7.152 14.25
d2 = 20 α = 0.5 7.895 14.68 27.375

α = 0.8 11.972 22.008 40.5
d1 = 0.2 α = 0.2 0.0483 0.0845 0.1811
d2 = 0.4 α = 0.5 0.0759 0.1213 0.2277

α = 0.8 0.1034 0.1582 0.2743
Середньо- d1 = 0.5 α = 0.2 0.1627 0.2841 0.608
квадратичного d2 = 1.5 α = 0.5 0.2567 0.4101 0.7701
вiдхилення α = 0.8 0.3508 0.5362 0.9321

d1 = 2 α = 0.2 1.8373 3.1952 6.8229
d2 = 20 α = 0.5 2.9432 4.688 8.8072

α = 0.8 4.0492 6.1808 10.7915
d1 = 0.2 α = 0.02 0.0301 0.0602 0.1502
d2 = 0.4 α = 1 0.0346 0.0681 0.1622

α = 20 0.2143 0.2496 0.2952
d1 = 0.5 α = 0.02 0.1009 0.2018 0.5029

Експоненцiйний d2 = 1.5 α = 1 0.1683 0.3123 0.6504
α = 20 1.2351 1.2697 1.3156

d1 = 2 α = 0.02 1.2484 2.4663 5.9517
d2 = 20 α = 1 14.807 15.5002 16.4165

α = 20 19.5906 19.6252 19.671
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Таблиця B.4 (частина третя)

Спосiб оцiнювання Межi Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

d1 = 0.2 (x+ 1)2 0.0966 0.1366 0.2161
d2 = 0.4

Середнього d1 = 0.5 (x+ 1)2 0.3291 0.4655 0.7359
значення d2 = 1.5

d1 = 2 (x+ 1)2 3.8417 5.4406 8.6023
d2 = 20

d1 = 0.2 ε = 0.1 0 0.3 0.36
d2 = 0.4 ε = 0.2 0 0 0.32

ε = 0.3 0 0 0.28
d1 = 0.5 ε = 0.1 0 1 1.3

Квантiльний d2 = 1.5 ε = 0.2 0 0 1.1
ε = 0.3 0 0 0.9

d1 = 2 ε = 0.1 0 11 16.4
d2 = 20 ε = 0.2 0 0 12.8

ε = 0.3 0 0 9.2
d1 = 0.2 0.4 0.4 0.4
d2 = 0.4

Максимальних d1 = 0.5 1.5 1.5 1.5
збиткiв d2 = 1.5

d1 = 2 20 20 20
d2 = 20

d1 = 0.2 α = 0.02 0.0302 0.0603 0.1505
d2 = 0.4 α = 1 0.0396 0.0766 0.1744

Есшера α = 20 0.3494 0.3518 0.3534
d1 = 0.5 α = 0.02 0.1019 0.2036 0.5058
d2 = 1.5 α = 1 0.2594 0.4486 0.7997

α = 20 1.45 1.45 1.45
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Таблиця B.4 (частина четверта)

Спосiб оцiнювання Межi Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

d1 = 2 α = 0.02 1.41 2.7521 6.4169
Есшера d2 = 20 α = 1 19 19 19

α = 20 19.95 19.95 19.95
d1 = 0.2 ρ = 1.5 0.0471 0.0797 0.1679
d2 = 0.4 ρ = 3 0.1012 0.1364 0.2116

ρ = 5 0.1376 0.1691 0.2326
Вiдрегульований d1 = 0.5 ρ = 1.5 0.1273 0.228 0.5249
ризиком d2 = 1.5 ρ = 3 0.2742 0.3898 0.6614

ρ = 5 0.3728 0.4832 0.7254
d1 = 2 ρ = 1.5 0.7834 1.71 5.0397
d2 = 20 ρ = 3 1.6879 2.924 6.3496

ρ = 5 2.2944 3.6239 6.9644
d1 = 0.2 0.03 0.06 0.15

Нульової корисностi з d2 = 0.4

лiнiйною d1 = 0.5 0.1 0.2 0.5
функццiєю корисностi d2 = 1.5

d1 = 2 1.1 2.2 5.5
d2 = 20

d1 = 0.2 β = 0.02 0.0301 0.0601 0.1502
d2 = 0.4 β = 1 0.0346 0.0681 0.1622

β = 20 0.2143 0.2496 0.2952
Нульової корисностi з d1 = 0.5 β = 0.02 0.1009 0.2017 0.5029
експоненцiйною d2 = 1.5 β = 1 0.1683 0.3123 0.6505
функццiєю корисностi β = 20 1.2351 1.2697 1.3156

d1 = 2 β = 0.02 1.2484 2.4663 5.9517
d2 = 20 β = 1 14.807 15.5002 16.4165

β = 20 19.5906 19.6252 19.671
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Зсунутий нормований пуасонiвський
розподiл виплат

Таблиця B.5 (частина перша)

Спосiб оцiнювання Параметри Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

κ = 0.2 0.06 0.12 0.3
λ = 2

Нетто κ = 2 0.24 0.48 1.2
λ = 0.2

κ = 5 3 6 15
λ = 5

κ = 0.2 α = 0.2 0.072 0.144 0.36
λ = 2 α = 0.5 0.09 0.18 0.45

α = 0.8 0.108 0.216 0.54
Математичного κ = 2 α = 0.2 0.288 0.576 1.44
сподiвання λ = 0.2 α = 0.5 0.36 0.72 1.8

α = 0.8 0.432 0.864 2.16
κ = 5 α = 0.2 3.6 7.2 18
λ = 5 α = 0.5 4.5 9 22.5

α = 0.8 5.4 10.8 27
κ = 0.2 α = 0.2 0.0673 0.1334 0.324
λ = 2 α = 0.5 0.0784 0.1536 0.36

α = 0.8 0.0894 0.1737 0.396
κ = 2 α = 0.2 0.2876 0.5683 1.368

Дисперсiї λ = 0.2 α = 0.5 0.3592 0.7008 1.62
α = 0.8 0.4307 0.8332 1.872

κ = 5 α = 0.2 21.25 39 71.25
λ = 5 α = 0.5 48.625 88.5 155.62

α = 0.8 76 138 240
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Таблиця B.5 (частина друга)

Спосiб оцiнювання Параметри Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

κ = 0.2 α = 0.2 0.0984 0.1718 0.3692
λ = 2 α = 0.5 0.1559 0.2496 0.47321

α = 0.8 0.2134 0.3274 0.5771
Середньо- κ = 2 α = 0.2 0.3376 0.6129 1.3833
квадратичного λ = 0.2 α = 0.5 0.4841 0.8122 1.6583
вiдхилення α = 0.8 0.6306 1.0116 1.9332

κ = 5 α = 0.2 4.9105 8.569 18.3541
λ = 5 α = 0.5 7.7762 12.4226 23.3853

α = 0.8 10.642 16.2762 28.4164
κ = 0.2 α = 0.02 0.0604 0.1207 0.3013
λ = 2 α = 1 0.0863 0.1658 0.3721

α = 20 5.4447 5.4793 5.5252
κ = 2 α = 0.02 0.2461 0.4909 1.2185

Експоненцiйний λ = 0.2 α = 1 1.2674 1.8089 2.6217
α = 20 +∞ +∞ +∞

κ = 5 α = 0.02 4.1704 8.0195 18.0555
λ = 5 α = 1 +∞ +∞ +∞

α = 20 +∞ +∞ +∞
κ = 0.2 (x+ 1)2 0.044 0.088 0.22
λ = 2

Середнього κ = 2 (x+ 1)2 0.656 1.312 3.28
значення λ = 0.2

κ = 5 (x+ 1)2 102.5 205 512.5
λ = 5

κ = 0.2 ε = 0.1 0 0.8 1
Квантiльний λ = 2 ε = 0.2 0 0 0.8

ε = 0.3 0 0 0.6
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Таблиця B.5 (частина третя)

Спосiб оцiнювання Параметри Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

κ = 2 ε = 0.1 0 4 4
λ = 0.2 ε = 0.2 0 0 4

Квантiльний ε = 0.3 0 0 4
κ = 5 ε = 0.1 0 35 45
λ = 5 ε = 0.2 0 0 35

ε = 0.3 0 0 30
Макс. збиткiв +∞ +∞ +∞

κ = 0.2 α = 0.02 0.0608 0.1214 0.3026
λ = 2 α = 0.1 0.0641 0.1276 0.3132

α = 0.4 0.0788 0.1535 0.3555
κ = 2 α = 0.02 0.2523 0.5021 1.2373

Есшера λ = 0.2 α = 0.1 0.3091 0.6021 1.3955
α = 0.4 0.6939 1.2009 2.1383

κ = 5 α = 0.02 5.6129 10.3941 21.2596
λ = 5 α = 0.1 38.1017 42.2208 45.1494

α = 0.4 189.726 189.726 189.726
κ = 0.2 ρ = 1.5 0.0431 0.0684 0.1259
λ = 2 ρ = 3 0.0909 0.1145 0.1555

ρ = 5 0.114 0.1309 0.1573
Вiдрегульований κ = 2 ρ = 1.5 0.4302 0.6829 1.2581
ризиком λ = 0.2 ρ = 3 0.8926 1.1246 1.5264

ρ = 5 1.0833 1.2444 1.4946
κ = 5 ρ = 1.5 1.0772 1.7099 3.1496
λ = 5 ρ = 3 2.3045 2.9035 3.9407

ρ = 5 2.9939 3.4391 4.1307
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Таблиця B.5 (частина четверта)

Спосiб оцiнювання Параметри Надбавка Ймовiрнiсть виплати

p = 0.1 p = 0.2 p = 0.5

κ = 0.2 0.06 0.12 0.3
Нульової корисностi з λ = 2

лiнiйною κ = 2 0.24 0.48 1.2
функцiєю корисностi λ = 0.2

κ = 5 3 6 15
λ = 5

κ = 0.2 β = 0.02 0.0604 0.1207 0.3013
λ = 2 β = 1 0.0863 0.1658 0.3721

β = 20 5.4447 5.4793 5.5252
Нульової корисностi з κ = 2 β = 0.02 0.2461 0.4909 1.2185
експоненцiйною λ = 0.2 β = 1 1.2674 1.8089 2.6217
функцiєю корисностi β = 20 +∞ +∞ +∞

κ = 5 β = 0.02 4.1704 8.0195 18.056
λ = 5 β = 1 +∞ +∞ +∞

β = 20 +∞ +∞ +∞



202

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

[1] Бойков А.В. Модель Крамера–Лундберга со стохастическими

премиями / А.В. Бойков // Теория вероят. и ее применения. –

2002. – 47, № 3. – С. 549–553.

[2] Буняковский В.Я. Основания математической теории вероятнос-

тей / Буняковский В.Я. — Санкт–Петербург: 1846. — 480 с.

[3] Граве Д.А. Страховая математика / Граве Д.А. — Киев: 1912.

[4] Граве Д.А. Теория пенсионных фондов / Граве Д.А. — Киев:

1917.

[5] Граве Д.А. Математика социального страхования: Общедоступ-

ное изложение для не–специалистов / Граве Д.А. — Ленинград:

Государственное издательство, 1924. — 152 с.

[6] Гусак Д.В. Процеси з незалежними приростами в теорïı ризику
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[9] Королëв В.Ю. Математические основы теории риска / Королëв
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[26] Blom R. Livförsäkringsmatematik / Blom R. — Stockholm: IFU

Utbildnings AB och BICON, 2002. — 167 s.

[27] Boland P.J. Statistical and Probabilistic Methods in Actuarial Sci-

ence / Boland P.J. — Boca Raton: Chapman & Hall, 2007. — 368

p.

[28] Boos A. Effizienz von Bonus–Malus–Systemen / Boos A. — Wi-

esbaden: Gabler–Verlag, 1991. — 202 s.

[29] Modern Actuarial Theory and Practice / [P.M. Booth, R. Chadburn,

D. Cooper, S. Haberman, D James]. — Boca Raton: Chapman &

Hall, 1998. — 716 p.

[30] Borowiak D.S. Financial and Actuarial Statistics: An Introduction /

Borowiak D.S. — Boca Raton: Chapman & Hall, 2003. — 352 p.

[31] Financial and Actuarial Statistics / [Borowiak D.S., Balakrishnan N.,

Schucany W.R., Schilling E.G.]. — Boca Raton: Chapman & Hall,

2009. — 400 p.

[32] Actuarial Mathematics / [N.L. Bowers, H.U. Gerber, J.C. Hickman,

D.A. Jones, C.J. NesbitJ]. — Illinoice: The Society of Actuaries,

1986. — 753 p.
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